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Streszczenie: Przedmiotem rozwazan w pracy jest analiza prostokatnej ptyty sprezystej o sredniej grubosci obcigzonej impulsem sity typu
Diraca. Ptyta spoczywa na uogdlnionym, dwuparametrowym i trojkierunkowym podtozu sprezystym typu Winklera. Ugiecia dynamiczne
ptyty wyznaczono analitycznie w postaci podwdjnego szeregu. Wyniki rozwigzan zilustrowano wykresami stosujgc pakiet, MATHEMATICA'.

Stowa kluczowe: Plyta Sredniej grubosci; Impuls sify; Uogdinione podtoze Winklera

Abstract: The paper deals with vibrations of thick plate resting on generalized Winkler's foundation. The plate is subjected to the impulse of
force. Governing equations of the problem, analytical solution as well as numerical example are presented. Results of calculations are shown
in the figures. Solution and diagrams are obtained by means of “Mathematica” code

Keywords: Thick plate; Impulse of force; Generalized Winkler's foundation

Tematem pracy jest analiza prosto-
katnej ptyty sprezystej o Sredniej gru-
bosci obcigzonej impulsem sity typu
Diraca. Plyta spoczywa na uogdlnio-
nym, dwuparametrowym i trojkie-
runkowym podtozu sprezystym typu
Winklera uwzgledniajacym poziome
skladowe jego reakcji. Przyjeta do
rozwazan teoria jest wariantem zna-
nej teorii Ambarcumiana [1], gdzie
wprowadza sie ugiecie w oraz dwie
funkcje naprezen X. i X, [4-9]. W
0goélnym przypadku wraz z efektem
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tarczowym, mamy do czynienia z pie-
cioma réwnaniami ruchu okreslajgcy-
mi trzy przemieszczenia U, vV, i w
oraz dwie funkcje naprezen X i X, .
Przy pominieciu efektu drgan tarczo-
wych w pfaszczyZnie Srodkowej ptyty,
i tak skomplikowany uktad pieciu réw-
nan dziesigtego rzedu, ograniczono do
jednego réwnania czwartego rzedu,
opisujgcego ugiecie w = w(x,y,t) )
oraz do uktadu dwoch sprzezonych

réwnan opisujacych naprezenia Xx i
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1. Plyta o Sredniej grubosci na uogélnionym tréjkierunkowym podtozu Winklera

26

ﬁrzeglqd komunikacyjny

Xy . Obcigzeniem ptyty jest impuls sity
S typu Diraca przytozony w dowol-
nym punkcie na gornej powierzchni,
Plyta spetnia warunki brzegowe prze-
gubowego podparcia na obwodzie,
ktére tez zalezg od pionowych i po-
ziomych sktadowych reakcji podtoza
opisanych wspotczynnikami &, i k, .

Réwnania ruchu plyty

Rownania ruchu ptyty o sredniej gru-
bosci mozna wyprowadzi¢ na wiele
sposobdw, lokalnie na przyktad z row-
nan kinetostatyki lub globalnie z cat-
kowej zasady Hamiltona.

Zakfadajagc model podtoza spre-
zystego  Winklera opisany dwoma
wspdtczynnikami k, oraz k,, zalezny-
mi od wiasnosci mechanicznych i od
grubosci warstwy podtoza [6]

p.=kw, p=ku, i=xy/()

poziome i pionowe sity na dolnej
ptaszczyZznie okreslone sa wyrazeniami:
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Z,=p—kw, 2)

gdzie w jest ugieciem powierzchni

srodkowej ptyty, zas Xx i X, s3 pew-
nymi funkcjami zwigzanymi napreze-
niami stycznymi 7, i 7,.. Na rysunku
1 pokazano podtoze dwuparametro-
we, tréjkierunkowe oraz hipoteze ki-
nematyczng odnoszacy sie do prze-
mieszczen plyty. Wiecej szczegdtéw
na temat zatozen dotyczacych piyt o
sredniej grubosci podano w pracach

[4-6]. Funkdje Xx i X, sa powigzane z
katami B, i B,, tak jak na rysunku 1.
Jaktatwo zauwazy¢ na rysunku 1 reak-
cje uogolnionego podtoza Winklera sg
zardbwno pionowe jak i poziome, dzie-

ki czemu mozna uwzgledni¢ tarcie
pomiedzy spodem ptyty a sprezystym
podfozem odksztatcalnym. Réwnanie
rozniczkowe ruchu, wyprowadzone
m.in. w pracach [4, 5], opisujgce dyna-
miczne ugiecie w prostokatnej ptyty
Sprezystej zapisujemy w nastepujgcy
sposdb: wg zaleznosci 3,
kht

24D(1-v)

jest bezwymiarowym wspotczynni-
kiem opisujacym wptyw nieznanych

gdzie =

funkcji Xx i X, na sity pionowe wy-
stepujace na dolnej ptaszczyznie ptyty,

ER N
=7 jest sztywnosci
gietng piyty, w jest ugieciem ptyty,
L jest gestoscig materiatu plyty, A
jest gruboscia ptyty, zas p jest ob-
Cigzeniem normalnym do poziomej
pfaszczyzny srodkowej ptyty. Nalezy
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zauwazy¢, ze wspoétczynnik podtoza
k,, w réwnaniu ruchu ptyty zawarty
jest we wspotczynniku g, ktory jest
bardzo maty w poréwnaniu z jedynka
i moze by¢ wobec tego pominiety, co
jest w petni technicznie uzasadnione.
Jedli zatem przyjmiemy u=0, to
podstawowe rownanie ruchu ptyty (3)
upraszcza sie i wraz z rbwnaniem opi-
sujgcym drgania skretne jest nastepu-
jace: wg zaleznosci 4.

Przy zatozeniu, ze p=0, k, =0 i
k, =0 réwnania (4) okreslajg drga-
nia witasne ptyty bez uwzglednienia
podtoza. Zaktadajgc ruch harmonicz-
ny niettumiony, funkcje w i ¥ zapi-
szemy nastepujgcymi wzorami:  wg
zaleznosci 5. W réwnaniach (5) @
oznacza czestos¢ kotowa plyty prb—
stokatnej wyznaczong wedtug teorii
klasycznej Kirchhoffa, natomiast ¢, i
¢, oznaczajg odpowiednio predkosc¢
podtuzng i poprzeczna fali w ptycie [6-8]:
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p
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Podstawiajac wzory (5) do réwnania
(4) otrzymamy trzy czestosci drgan
wiasnych ptyty o $redniej grubosci za-
pisane w nastepujacy sposob:

1
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m,n

gdzie:
P, =60(1-v)+(17-5v)y.,

!

1

0, =472, [15(1—‘/)]5.

W przypadku podtoza dwuparametro-
wego wzory (7) ulegajg komplikacji i
sg nastepujace: wg zaleznosci 8.

W przypadku ugiecia i obcigzenia
rozwigzania zadania poszukujemy w
postaci podwojnych szeregéw funkgji
wiasnych:
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W(X,y,f) = iiqm,n ([) Sinamx Sinﬂny»

p(x,py.1)= iifm,n (¢) sine, xsin B, y.
©)

Obcigzenie impulsem sity zapisujemy
W nastepujacy sposob, a delty Diraca
rozktadamy w podwdjny szereg: wg
zaleznosci 10.

Ostatecznie do rozwigzania otrzy-
mamy réwnanie czwartego rzedu na
nieznang funkdje ¢,,, =4,., (t) Ce-
lem uproszczenia dalszych zapiséw
pominiemy we wzorach 11 wskazniki
m i n piszacnp. g = q(t) :wg zalez-
nosci 11.
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Niejednorodne réwnanie czwartego
rzedu (11) rozwigzano komputerowo
przy czterech zerowych warunkach
poczatkowych.,

Przyktad obliczeniowy

Rownanie (11) rozwigzano analitycz-
nie przy wykorzystaniu pakietu Wol-
frama ,MATHEMATICA 10" rowniez
szereg (9) zaprogramowano w tym
kodzie.

W przyktadzie przyjeto nastepujace
dane liczbowe geometryczne i fizycz-
ne ptyty: a=b=4m, h=0,45m ,
E=34GPa, p =2400kg/m’,
v=0,17 . Zadanie przeanalizowano
przy réznych wartosciach wspoétczyn-
nikéw sprezystoéci podioza ki k.
Obliczenia przeprowadzono w dwdch
przypadkach przytozenia impulsu do
gornej powierzchni ptyty: w jej srod-
ku 4. przy X, =74, ¥
poblizu naroza plyty przy x,=-<a,
¥, =2b. Poniewaz rozwiazanie zale—
zy od podvvomego szeregu, ktory jest
wolno zbiezny, to w obliczeniach na-
lezy uwzgledni¢ mozliwie duzg liczbe
jego wyrazéw.

Wyniki obliczen zilustrowano przy-
ktadowymi rysunkami. Rysunki 2 i
4 przedstawiajg odksztatcenie po-
wierzchni $rodkowej ptyty o sredniej
gruboscioraz odpovviadajqce im plany
warstwicowe w chwili t =+T,, gdzie

=1b orazw

T, jest pierwszym, najmmejszym okre-
sem drgan wiasnych ptyty. Na rysunku
3 pokazano wykres drgar srodka ptyty
o sredniej grubosci na podtozu tréjkie-
runkowym (k. =k, =150 MN/m?) przy
obcigzeniu impulsem S w punkcie
0 wspotrzednych X, Z%a, Yo Z%b
. Wykres sporzadzono dla przedziatu
czasu t€(0;107;) .

Dodatkowo, dla poréwnania, na ry-
sunku 5 pokazano wykresy dotyczace
cienkiej ptyty Kirchhoffa bez uwzgled-
nienia podtoza, obcigzonej pojedyn-
czym impulsem w poblizu naroza
ptyty [2]. Ugiecia ptyty na wszystkich
wykresach podane sg w formie bez-
wymiarowej i s3 funkcjg Greena. Ze
wzgledu na rozbudowany wspot-
czynnik skalujacy nie przytaczamy
go tutaj. Znacznie prostszg forme ma

9/2017



2. Odksztatcenie powierzchni srodkowej ptyty o Sredniej grubos’ci przy ude-
rzeniu impulsem Sw poblizu naroznika piyty (x, =3 a, y, =

o ] “ N

2b)

przy k, =k, _150MN/m chwila t =+ T,, oraz odpovv/adajqcy mu ukfad

warstwic na p#yc/e
analogiczny wspotczynnik w przypad-
ku ptyty cienkiej na podtozu Wiasowa,
otrzymany przez autoréw w pracach

[2, 3
br? 7
b T ‘/D(m+m0)’
4Sa
w(x,y,1) = 45 H(t—1,)x

(m+m,)mab

o0 0
xZZL—sma X, sina, y, sin@, x

m=1 n=1 mn

sine, y sin a)m,ntJ. (12)
Podsumowanie

Przedmiotem rozwazan w niniejszym
referacie jest prostokatna, sprezysta
ptyta o $redniej grubosci spoczywa-
jaca na uogdlnionym tréjkierunko-
wym podtozu sprezystym Winklera
uwzgledniajgcym poziome skfadowe
jego reakcji. Obcigzenie w postaci im-
pulsu typu delta funkcja Diraca dziata
dowolnym punkcie na goérnej po-
wierzchni ptyty. Ugiecia dynamicz-
ne plyty wyznaczono analitycznie w
postaci podwdjnego szeregu. Ponie-
waz szereg ten jest wolno zbiezny,
to w obliczeniach nalezy uwzgledni¢
mozliwie duzg liczbe jego wyrazdw.
W pracy analizowano dynamiczne

4. Odksztatcenie powierzchni Srodkowej plyty o sredniej grubosci przy ude-
rzeniu impulsem S w srodku plyty przy k. =150MN/m® i k, =0, chwila
t =+ T,, oraz odpowiadajqcy mu uktad warstwic X,

9/2017

ugiecia ptyty. Korzystajac ze wzoru na
ugiecie mozna wyznaczyc rowniez sity
wewnetrzne oraz naprezenia w pty-
cie. Analizowany schemat obcigzenia
okresla tzw. funkcje Greena, wykorzy-
stywang w innych, bardziej ztozonych
przypadkach rzeczywistych udaréw
na ptytach. Wyniki opracowania moga
postuzy¢ do weryfikacji modelu ude-
rzenia z funkcjg kary w MES. Moga
rowniez zosta¢ wykorzystane przez
drogowcoéw  wykonujgcych badania
wytrzymatosciowe nawierzchni apa-
ratem FWD [10, 11]. «
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