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Streszczenie: W artykule oméwiono drgania trzyprzestowego mostu pontonowego wymuszone przejazdem ze statg predkoscia oscylatora
jednomasowego. Przeanalizowano zaréwno drgania wymuszone jak i swobodne, kiedy oscylator jest juz poza mostem. Rozwazano przypa-
dek drgan ttumionych oraz drgania bez uwzglednienia ttumienia. Uktad trzech réwnan opisujgcych ruch uktadu most pontonowy-oscylator
jednomasowy rozwigzano numerycznie. Wybrane wyniki rozwiazania przedstawiono graficznie na rysunkach

Stowa kluczowe: Most pontonowy; Lepko-sprezysty oscylator ruchomy; Drgania wymuszone i swobodne

Abstract: The paper deals with vibration analysis of three span floating bridge under moving oscillator. Velocity of the oscillator is constant.
Forced and free vibrations of pontoon bridge are discussed. Three equations of motion of the system for each span are solved numerically.
Solution of damped vibrations and solution for undamped vibrations are presented. Some results are shown in the Figures.
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Zagadnienia zwigzane ze statyka i dy-
namikg mostéw pontonowych nie sg
nowe w bogatej literaturze przedmiotu
[1-16]. Mosty pontonowe zaliczane s3
do konstrukgji prowizorycznych, budo-
wane w okreslonych celach do zadan
specjalnych i majg ograniczony czas
eksploatacji. Predkos¢ pojazdéw prze-
mieszczajgcych sie po takich obiektach
jest na ogdt ograniczona do najwyzej
kilkunastu km/h.

W' niniejszym opracowaniu prze-
analizowane zostang drgania takich
konstrukcji  wymuszone  ruchomym
jednomasowym  oscylatorem  lepko-
-sprezystym poruszajacym sie ze statg
predkoscia. Tréjprzestowy most mode-
lujemy ukfadem o dwdch stopniach
swobody, oscylator ma dodatkowy sto-

v = const

0

scillator; Forced and free vibrations

pier swobody. Matematycznie zadanie
stanowi ukfad trzech sprzezonych, réz-
niczkowych réwnan ruchu, ze wzgledu
na zmienng czasowa, opisujacych drga-
nia dwdch pontondéw bedacych rucho-
mymi podporami mostu i ruch drgajacy
oscylatora.

Zagadnienie wtasne mostu
pontonowego

Trojprzestowy most pontonowy zamo-
delowany w uproszczony sposéb skta-
da sie z trzech sztywnych ptyt, kazda o

masie catkowitej m i dtugosci /. Masa
kazdego z dwodch pontondw, wraz ze
wspotdrgajacg woda, jest réwna M,
a pole poziomego przekroju poprzecz-
nego pontonu wynosi £ . W potozeniu
w=w(t)

q1=qs(t)
g2 = qo(t)
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1. Schemat dynamiczny zadania
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rownowagi statycznej ptyty jezdne mo-
stu sg poziome jak na rysunku 1. Gestos¢
wody oznaczamy przez p . Zadanie ma
dwa stopnie swobody, zgodnie z rysun-
kiem 1 jako wspofrzedne uogdlnione
Lagrange’a przyjmujemy dwa prze-
mieszczenia pionowe pontondw A i
B, oznaczajac je odpowiednio g, oraz
q, . W pierwszej kolejnosci wyznaczymy
czestosci kotowe drgan witasnych mostu
oraz okreslimy postacie jego drgan wia-
snych. Réwnania ruchu analizowanego
mostu mozna wyprowadzi¢ np. stosujac
rownania ruchu Lagrange'a drugiego ro-
dzaju [12]. Przy zatozeniu, Ze sity oporu
wody sg proporcjonalne do wspotrzed-

nych uogdlnionych g, i g,:
W = Fpgq,, W,=Fpgq,, ()

otrzymujemy nastepujace rownania

%(4m+6M)ql+%qu+Fpgql=o,

éméjl+%(4m+6M)éj2+Fpng=0.
2)
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2. Postacie drgan wtasnych mostu

Dwie czestosci kotowe drgan wiasnych,
wartosci wtasne i wektory wiasne (posta-
cie drgan - mody) znajdujemy wykorzy-
stujac instrukcje programu MATHEMA-
TICA ,EigenSystem’, skad otrzymujemy
zaleznosci 3:

Na rysunku 2 pokazano dwie posta-
cie drgan wiasnych mostu i odpowiada-
jace im czestosci kotowe.

Drgania niettumione mostu
pod ruchomym oscylatorem

W tym punkcie wyznaczymy niettumio-
ne drgania mostu wymuszone przejaz-
dem ruchomego, lepko-sprezystego
oscylatora jednomasowego. Przedysku-
tujemy réwniez drgania swobodne po

zjezdzie oscylatora z mostu pontono-
wego. Predkos¢ ruchomego oscylatora
jest stata i wynosi v. Mamy do czynienia
7 ukfadem materialnym o trzech stop-
niach swobody w, g, i g, (rysunek 1).
Nacisk dynamiczny oscylatora N(t)
na plyte przesta okreslamy z réwnania
ruchu oscylatora:
w
N( ) M, g-M, dat

Jesli przez W oznaczymy ugiecie plyty
jezdni mostu bezposrednio w punkcie
styku oscylatora z ptyta, to réwnanie
ruchu oscylatora jest nastepujgce: wg
zaleznosci 5.

Ostatecznie réwnanie ruchu oscyla-
tora w pierwszym przesle mostu ponto-

(4)

o, = /
M+ m M+ m

(1,1}, { L1},

{(mgm}mg} {(M+gm +Fps|

dw(vtt) oW oW
— = v ©)
dz ot|_, ox| _,
X=vt, 1:—1 - W:ﬂvt:ﬂx, W=y dy,
A / / l /
1 S d’w vt
g(4m+6M)QI+gmLIZ+Fpng=(Mlg—M1FjT’

6

MWw+cw+kw= c(i‘ t+%vj+kﬁvt

[

l mél+é (4m+6M)éj2+Fpgq2=O,

A= A=

mg,+ 6(4m+6M )i, + Fpgq,= [ N

l-vt
Mw+c w+kw=c(qlTv —-q,—

9/2017

1
(4m+6M) +6mq2+Fpgq] ( 8= M

+92

S J

;/ Q-
/ﬁ\

~

1

<

<

N
N|<

<
N—

ortowe

nowego ma postac:

2
ld_zv+cd_w+sz
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=c v—t%+&v +hk Ly 6)
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Réwnania ruchu swobodnych drgan thu-
mionych (5) beda zawieraty teraz dodat-
kowo wyrazy od wymuszenia sitg N(t)
. Zatem uktad trzech rdzniczkowych
zwyczajnych réwnan ruchu mozemy
zapisa¢ W nastepujacy sposob: wg za-
leznosci 7.

Uktad sprzezonych réwnan ruchu jest
tacznie szostego rzedu wzgledem czasu.
W celu jednoznacznosci opisu ruchu na-
lezy sformutowac szes$¢ warunkéw po-
czatkowych, ktére w tym przypadku sg

Zvi?(:v)e::o, 0,(0)=0, ¢,(0)=0,
w(0)=0, ¢,(0)=0,

Jesli oscylator znajduje sie w drugim
przesle AB, to rownania ruchu sa bar-
dziej skomplikowane: wg zaleznosci 9,
przy czym ugiecie belki w punkcie styku
z oscylatorem jest teraz réwne

. I-vt vt
w=q, ] q, 7
L =Vt v, . vt v
w=q, ] _Q17+q27+Q27

(10)
Warunki poczatkowe nie sg juz zerowe
dla ukfadu réwnan ruchu (9), sg one
okreslone przez rozwigzanie uktadu

/
rownan (7) w chwili £ =—.
%

Jesli oscylator znajduje sie na trzecim

przesle BC o ugiecie pod oscylato-
rem oraz uktad réwnan ruchu sg naste-
pujace: wg zaleznosci 11.

Rowniez w trzecim przesle warunki
poczatkowe nie sg zerowe, lecz okreslo-
ne z rozwigzania uktadu réwnan (9) w

chwili ¢t =—

v
Jesli oscylator zjezdzie z mostu i bedzie
poruszat sie po nieskoriczenie sztyw-
nym, poziomym podfozu, to réwnania
ruchu mostu sg jednorodne i opisujg
drgania swobodne: wg zaleznosci 12.
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Warunki poczatkowe w tym przypad-
ku okredla rozwigzanie ukfadu réownan

(11) w chwili = —.
y

Mamy zatem komplet réwnan ruchu
mostu, ktére nalezy rozwigza¢ celem
okreslenia ruchu oscylatora W oraz
przemieszczen pionowych pontondw
q,i49;.

Réwnania ruchu (7), (9), (10) i (11)

rozwigzujemy  numerycznie  przyj-
mujac  nastepujgce dane liczbowe:
m=5000kg , M=2000kg,
M,=1500kg , k£=150000 N/ m
, ¢=0,05¢,, c¢,=2 Mk

. p=1000kg/m* , [=30m
, F=5m’, v=10m/s |

g=9.381 m/s2 . Przy zadanych warto-
$ciach liczbowych zasadnicze wielkosci
dynamiczne s3 réwne: wg zaleznosci 13.

Na rysunkach 3-9 pokazano niektére
rezultaty rozwiazania czterech uktadow
rownan ruchu mostu (7), (9), (11) i (12).
Na wszystkich rysunkach przemiesz-
czenia podano w metrach, predkosci
przemieszczen w metrach na sekunde, a
czas w sekundach. Aby otrzymac rzeczy-
wiste wartosci przemieszczen wielkosci

g nalezy podzieli¢ przez ugiecia sta-

tyczne pontonéw g, . Nalezy zwrocic
uwage na efekt zjazdu ruchomego oscy-
latora z mostu, wywotujacy bardzo duze
amplitudy drgani swobodnych z uwagi
na stosunkowo matg réznice pomiedzy
predkoscig v a pierwsza predkoscia kry-
tyczna.

Drgania ttumione mostu
pod ruchomym oscylatorem

W przypadku drgan ttumionych w row-
naniach ruchu mostu nalezy uwzgled-
ni¢ dodatkowe sity ttumienia, proporcjo-
nalne do predkosci pontonow g, i g,:

[—vt -t v [—vt
q,, Wz_Q27+T

95
(4m+6M)g,+ équ+Fpgc]l 0,

m

AN~ =

M1W+cw+kw:c(—% qz+l_l—wq2 j+k—

6(4m+6M) G,+Fpgq,= (Mlg M,—-

d*w ) [—vt
Vde I’
[—vt

] q,-

1 1
6(4m+6M) +6m‘b+Fpgq1 0,
1 1 (12)
_mql (4m+6M) ,+Fpgq, =0, Mw+cw+kw=0.
ng —282S_1, _338_1’
+M+M
g, =" § —17m, qm—M'g—0098m (13)
Fgp
vkrl=w71l=26793m/sa ver %1—31 53m/S

1 1
6(4m+6M) +6mq2+Fpgq1+,36]1 ( 18

1 .1
g mql+g (4m+6M)

2+ Fpgq,+Bq,=0,

2
YRR
dr [

MW+cw+kw= c(i' +%vj+k%vt
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R =84, R,=pq, (4
[ jest utamkiem wspotczynnika ttumie-
nia krytycznego, ktory przyjmujemy za
staty, czyli tak jak w przypadku uktadu o
jednym stopniu swobody

B 22\/%Fg(3M+2m). (15)

Po uwzglednieniu ttumienia réwnania
ruchu uktadu most-oscylator, gdy oscy-
lator znajduje sie w pierwszym przesle,
majg postac: wg zaleznosci 16.
Podobnie nalezy uwzgledni¢ ttumie-
nie w ukfadach réwnan (9) i (11), opisu-
jacych drgania mostu w przypadku, gdy
oscylator znajduje sie odpowiednio na
drugim i trzecim przesle. Otrzymane w
taki sposéb uktady réownan rozwigzu-
jemy analogicznie do wczesniejszego
zadania bez uwzglednienia ttumienia,
wykorzystujagc w  kazdym przypadku
szes¢ warunkow poczatkowych. Tak jak
poprzednio warunki poczatkowe sg ze-
rowe tylko w przypadku, gdy oscylator

znajduje sie na pierwszym przesle, ko-
lejne warunki poczatkowe wynikaja z
rozwigzania dla poprzedniego przesta w
chwili , _ 1.
l‘ =
v

Na podstawie otrzymanych w ten spo-
séb rozwigzan, przyjmujac dane jak w
poprzednim przyktadzie oraz zakfadajac
dodatkowo B#=0,18,. , sporzadzono
wykresy pokazane na rysunkach 7-9.

Whnioski i uogélnienia

W referacie oméwiono rozwigzanie dy-
namiczne tréjprzestowego mostu pon-
tonowego obcigzonego ruchomym,
jednomasowym  oscylatorem  lepko-
-sprezystym. Predkos¢ oscylatora jest
stata i stosunkowo niska, przyjeto jg
rowna 10 m/s. Rozwazano drgania wy-
muszone i swobodne, po zjezdzie oscy-
latora z mostu. Liniowy uktad trzech
réwnan ruchu rozwiazano numerycz-
nie z zastosowaniem kodu Mathema-
tica. Wyniki rozwigzan réwnan ruchu
pokazano graficznie na rysunkach 4-9.
Dalszym etapem studiéw dotyczacym
zagadnienia dynamiki mostow ponto-
nowych bedzie uwzglednienie efektu
gietnego przeset mostowych o skon-
czonej sztywnosci na zginanie. Bedzie-
my mieli wtedy do czynienia z ukfadem
dyskretno ciagtym. Wyniki opracowania
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3. Wykresy przemieszczenia pionowego ¢, (t ) w [m] i predkosci 4, (l )
pontonu A w przypadku braku tlumienia drgari wymuszonych pontonéw
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7. Wykresy przemieszczenia pionowego 4, (f ) i predkosci ¢, (1 ) pontonu
A zuwzglednieniem ttumienia drgari pontonéw, f=0,15,,
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. Wykresy przemieszczenia pionowego 4, (l ) i predkosci 4, (t) pontonu
B w przypadku braku ttumienia drgari wymuszonych pontonow
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5. Wykres ugiecia w(t) ruchomego oscylatora oraz wykres pochodnej
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6. Portrety fazowe wspdtrzednych 49 (f ) i w(t), oscylator znajduje sie w

trzecim przesle
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9. Wykres ugiecia w(t) ruchomego oscylatora oraz wykres pochodnej
ugiecia W(t ) zuwzglednieniem ttumienia drgari pontonéw, = 0,15,

moga by¢ wykorzystane do testowania
obliczen komputerowych w MES real-
nych konstrukcji mostéw sktadanych o
posrednich podporach ptywajacych. €
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