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Sztywność jest bardzo często używa-
nym określeniem, wykorzystywanym 
do ogólnej klasyfi kacji obiektów nie 
tylko budowlanych. Jest ona pod-
stawą podziału konstrukcji na dwie 
grupy: podatne (ażurowe) i masyw-
ne (monolityczne). W budowlach o 
przeznaczeniu komunikacyjnym czę-
sto używa się kryterium sztywności 
do ich klasyfi kacji. W drogownictwie 
dzieli sie nawierzchnie na sztywne i 
podatne. Tak samo wyróżnia się pod-
łoża pod nawierzchnie np. na moście 
betonowym – sztywne, a na nasypie 
- podatne. Podobna klasyfi kacja do-
tyczy mostów np. sztywne to kolejo-
we obiekty kratowe oraz wiotkie to 
kładki podwieszone. Dobrym przy-
kładem tego podziału obiektów są 

mosty o kształcie łukowym a w tym: 
sklepienia murowane – jako masyw-
ne oraz gruntowo-powłokowe z bla-
chy falistej – jako podatne. 
 W wytrzymałości materiałów 
sztywność elementu określana jest 
jako proporcja siły P do powstałego 
od niej przemieszczenia w, jak we 
wzorze

  
w

P
k = , [kN/mm]  (1)

Określony w ten sposób parametr 
k łatwo jest uzasadnić, w prostych 
przypadkach wytrzymałościowych: 
ściskanie (słup), rozciąganie (cięgno), 
zginanie (belka), skręcanie (wał). Na 
dodatek, w przypadku liniowej sprę-
żystości, jest on stały, niezależny od 

wartości siły wywołującej przemiesz-
czenie. Również prosta interpretacja 
wartości k występuje w określeniu 
sztywności jednoparametrowego 
podłoża Winklera. Natomiast okre-
ślenie sztywności nawierzchni dro-
gowej jako układu warstwowego jest 
już zagadnieniem złożonym. Modele 
nawierzchni i podłoża z uwzględ-
nieniem właściwości sprężystych i 
sprężysto-plastycznych omówio-
no w pracach [7 - 10]. W przypadku 
nawierzchni kolejowych model jest 
inaczej sformułowany, jak w pracach 
[1, 4, 11 - 14]. W przypadku konstruk-
cji mostowych utworzonych z wielu 
elementów z natury rzeczy w ukła-
dzie przestrzennym o dużej liczbie 
stopni swobody niezbędna jest pro-

Sztywność obiektu mostowego jako parametru 
użytkowego konstrukcji inżynieryjnych

Streszczenie: Obiekty mostowe, zgodnie z założeniami projektowymi, muszą spełniać wymogi statyczno-wytrzymałościowe ujęte w no-
śności użytkowej konstrukcji. W przypadku wiotkich budowli komunikacyjnych istotnym warunkiem użytkowania (ugięć) jest sztywność 
konstrukcji, która jest przedmiotem tego artykułu. W przypadku kładek dla pieszych ich sztywność może być wymogiem podstawowym, 
wynikającym z podatności dynamicznej konstrukcji. Sztywność obiektu można określić na podstawie obliczeń z wykorzystaniem mode-
lu konstrukcji. Drugim sposobem są pomiary przemieszczeń na obiekcie pod obciążeniem eksploatacyjnym jak również podczas badań 
odbiorczych. Przykłady podane w pracy wskazują na to, że sztywność obiektu jest uniwersalnym parametrem technicznym obejmującym 
zróżnicowane konstrukcje mostowe. Wartość k umożliwia obiektywne uzasadnienie podziału konstrukcji mostowych na masywne i wiotkie.

Słowa kluczowe: Sztywność Mostu; Analiza Parametryczna; Badania Ugięcia

Abstract: Bridge structures, according to the project assumptions, must meet the static-strength requirements included in the service load 
bearing capacity of a structure. In the case of slender transport structures, an essential condition of usage (defl ections) is the stiff ness of the 
structure, which is the subject of the article. In the case of footbridges, their stiff ness may be a basic requirement, resulting from the dynamic 
vulnerability of the structure. The stiff ness of an object can be determined on the basis of calculations using a model of a structure. The 
second method is the measurement of displacements of an object under a service load, as well as during acceptance tests. Examples given 
in the paper indicate that the rigidity of an object is a universal technical parameter covering diff erent bridge structures. The value k allows 
an objective justifi cation of the division of bridge structures into massive and slender constructions.

Keywords: Sti% ness Of Bridges; Parametric Analysis; Investigation Of Displacements

The sti% ness of a bridge structure as a utility parameter 
of transport constructions

Czesław Machelski

Prof. dr hab. inż.

Politechnika Wrocławska, Wydział 

Budownictwa Lądowego i 

Wodnego; Katedra Mostów i Kolei

czeslaw.machelski@pwr.edu.pl



28

p r z e g l ą d   k o m u n i k a c y j n y 2 / 2016

Inżynieria mostowa

sta procedura - zaproponowana w [5, 
6] z przykładami stosowania podany-
mi w pracy. 
 Sztywność obiektu mostowego, 
jest cechą statyczną, związaną z ob-
ciążeniem zmieniającym położenie 
na jezdni obiektu. W praktyce okre-
ślana jest na podstawie wyników 
pomiarów przemieszczeń wybudo-
wanych mostów, w próbach statycz-
nych, podczas badań odbiorczych [5, 
6]. W takich badaniach, w wyznacza-
nej sztywności uwzględnia się: geo-

metrię konstrukcji, układ i sztywności 
elementów (EI, EA), więzy podporo-
we ujęte w schemacie obiektu oraz 
współpracę wyposażenia z konstruk-
cją (np. nawierzchni). W obliczeniach 
projektowych (i sprawdzających 
wyniki badań odbiorczych) zwykle 
pomijane jest wyposażenie jako ele-
ment współdziałający z konstrukcją 
w przenoszeniu obciążeń rucho-
mych [5]. 
 Sztywność konstrukcji o przezna-
czeniu mostowym pod ruchomym 

obciążeniem eksploatacyjnym okre-
śla się również w badaniach dyna-
micznych. Na rys. 1 przedstawiono 
wyniki badań zróżnicowanych obiek-
tów drogowych. Analizy te wykona-
no przy okazji określania parametrów 
dynamicznych mostów wybudo-
wanych w Szwajcarii [2]. Jednym z 
wyników badań był parametr k jako 
funkcja rozpiętości mostu L. Zakres 
badanych konstrukcji mostowych w 
zasadzie obejmował wszystkie jego 
rodzaje z ogólnym nastawieniem na 
średnie i duże rozpiętości. Z zesta-
wionych wykresów można wycią-
gnąć dwa wnioski: wartość k maleje 
ze wzrostem rozpiętości oraz kon-
strukcje betonowe są sztywniejsze 
niż stalowe (w tym zespolone). 
 Kładki dla pieszych w budownic-
twie mostowym pełnią odrębną 
funkcję komunikacyjną. Ich konstruk-
cje są bardzo zróżnicowane a sche-
maty zwykle innowacyjne. Na rys. 2 
podano wybrane wyniki uzyskane 
również przy okazji badań dynamicz-
nych [3]. Wynika z nich, że należą one 
do grupy o najmniejszej sztywności 
przez co są łatwe do wzbudzeń dy-
namicznych. Rezultaty podane na 
wykresie są rozproszone co może 
wynikać z małej liczby danych, jed-
nak tendencja jest podobna jak na 
rys. 1.
 Uzupełnieniem wyników poda-
nych na rys. 1, w przypadku mo-
stów drogowych małych i średnich 
rozpiętości, są analizy podane w [5]. 
Przedmiotem i celem analiz w niniej-
szej pracy jest uogólnienie wyników 
i rozszerzenie wniosków z mostów 
drogowych na obiekty kolejowe [12].

Sztywność konstrukcji mostowej

Gdy zmiana położenia jednostkowej 
siły skupionej P odbywa się wzdłuż 
linii prostej, jak w mostach, wykres 
ugięcia od tej siły jest linią wpływu 
o postaci funkcji η(x), pokazanej na 
rys. 3. Z defi nicji linii wpływu ugięcia 
η(x) otrzymuje się w przypadku ob-
ciążenia siłą P, zmieniającą położenie 

1. Wyniki badań drogowych mostów w Szwajcarii [2]
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3. Linia wpływu ugięcia belki w środku rozpiętości
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wzdłuż osi x, funkcję ugięcia analizo-
wanego punktu w(x), jak w zależności 

 w(x) = P  (x)   (2)

Z porównania wzorów (2) i (1) wi-
doczne jest, że funkcja sztywności 
k(x) jest odwrotnością linii wpływu 
ugięcia, jak we wzorze

 
)(

1
)(

x
xk

η
= , [kN/mm]  (3)

Z zależności (3) wynika, że warto-
ści rzędnych k(x) zależą od kształtu 
funkcji wpływu η(x) a więc geome-
trii obiektu oraz warunków podpo-
rowych konstrukcji. Wartości k są 
nieskończone nad podporami (efekt 
progu [4, 12]) natomiast w miejscu 
maksimum funkcji η(x) uzyskuje się 
sztywność minimalną. Wobec tego 
sztywność obiektu k jest odwrot-
nością maksymalnej rzędnej funkcji 
wpływu η, jak na rys. 3.
 Zgodnie z zasadą wzajemności 
przemieszczeń Betti’ego rzędne 
funkcji wpływu ugięcia η(x) są rów-
nież ugięciami punktów konstrukcji 
w(x) od obciążenia siłą jednostkową 
P w analizowanym punkcie, jak na rys. 
3. Wynika to również z postaci wzoru 
(2). Określenie wartości k jest więc po-
szukiwaniem maksymalnego ugięcia 
od siły poruszającej się po wyznaczo-
nej linii - toru mostu kolejowego. W 
związku z tym zadanie ogranicza się 
do prostego rozwiązania - określenia 
linii ugięcia w(x) wzdłuż toru kolejo-
wego. W rozpatrywanych w pracy 
mostach punkt ten jest jednoznacz-
nie położony – zwykle w środku roz-
piętości. 
 W fazie projektowania a później 
podczas badań odbiorczych ale mo-
stów o schemacie belkowym spraw-
dza się sztywność konstrukcji z wy-
korzystaniem normowego warunku 
stanu granicznego użytkowania, uję-
tego w bezwymiarowym wskaźniku

 L

w
=ω

  
 (4)

We wzorze (4) w jest maksymalnym 

ugięciem konstrukcji mostu np. dźwi-
gara głównego, odniesionym do roz-
piętości elementu L. Wskaźnik ω po-
równuje się z wartością dopuszczaną 
określoną w zaleceniach normowych 
(np. 1/600), odpowiednio do rodzaju 
konstrukcji lub elementu konstrukcji 
mostu oraz tworzywa użytego do 
jego budowy. Jego wartość zależy 
od schematu (układu) obciążenia. Z 
porównania dwóch wskaźników ob-
liczanych na podstawie ugięć (k i ω) 
widoczne jest, że sztywność jest pa-
rametrem ogólniejszym [2, 3, 5, 6].

Mosty kolejowe o kształcie 

łukowym

Konstrukcje o kształcie łukowym, to 
podgrupa obiektów mostowych o 
schemacie rozporowym, czyli takich, 
w których od obciążenia pionowego 
jezdni powstają składowe poziome 
reakcji podporowych. W tej grupie 
występują od dawna budowane mo-
sty sklepione, murowane np. z cegły 
lub kamienia, jak na rys. 4a oraz o 
konstrukcje z betonu. Obecnie stoso-
wane obiekty gruntowo-powłokowe 
z blach falistych, jak na rys. 4b wyka-
zują wiele wspólnych cech statycz-
nych z mostami sklepionymi. 
 Z uwagi na podstawowy udział 
zasypki i nawierzchni w przenosze-
niu obciążeń w tych konstrukcjach 
sztywność obiektu najlepiej określać 

na podstawie badań. W tab. 1 zesta-
wiono przykłady wyników pomiarów 
obydwu rodzajów obiektów [5, 6]. Z 
badań tych obiektów wynikają znacz-
ne różnice ich sztywności. Potwier-
dza się więc zasada o traktowaniu 
sklepień ceglanych jako masywnych 
w odróżnieniu od gruntowo-powło-
kowych z blachy falistej –podatnych.

Dźwigary główne stalowych 

mostów belkowych

Najczęściej spotykanym schematem 
statycznym kolejowych mostów jest 
belka swobodnie podparta [5]. Ru-
chomym obciążeniem stosowanym 
do projektowania elementów mo-
stów jest od dawna (PN-85/S-10030) 
i obecnie (EN-1921-2) schemat UIC 71, 
podany na rys. 5. 

Siły w tym schemacie zależą od klasy 
obciążenia a dokładnie od normowe-
go mnożnika αk. Z uwagi na zróżni-
cowany układ (siły skupione P i rozło-
żone p) ugięcie w środku rozpiętości 
oblicza się z przybliżonej (ale wystar-
czająco dokładnej [5]) zależności 

 

4. Mosty o kształcie łukowym , a) obiekt gruntowo-powłokowy; b) most murowany

a)          b) 

Obiekt
Konstrukcja 

obiektu
L [m] h [m] w [mm] k [kN/mm]

ω= w/L 
[mm/m]

Prabuty gruntowo-po-
włokowa

7,945 2,37 3,48 90,2 0,438

Świdnica 15,00 5,23 2,7 131,1 0,180

Milicz murowana 12,80 6,40 0,59 909,1 0,046

Tab. 1. Charakterystyki techniczne badanych obiektów

5. Schemat układu sił mostów kolejowych UIC 71
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  EI

LM
w

10

2
⋅

=
  

 (5)

oraz momentu zginającego, w środ-
ku rozpiętości dźwigara głównego 
przy ustawieniu sił jak na rys. 5, bez 
uwzględnienia oddziaływania dyna-
micznego

[ ]22
6,1)4,6()2,3(2510 +−+−= LLM kα ,

 [kNm] 

  (6)

We wzorze (5) EI jest sztywnością 
dźwigara z uwagi na zginanie a L 
jego rozpiętością. 
 Na podstawie normowego wa-
runku granicznego ugięcia jak w (4), 
przyjmowanego zwykle jako ω = 
1/600 lub ω = 1/800 można obliczyć 
np. ze wzorem (5) sztywność na zgi-
nanie dźwigara 

  
ω⋅

⋅
=

10

LM
EI

  

 (7)

a stąd, bezpośrednio z (1) i (6) nor-
mową sztywność obiektu (dźwigara) 
jako

[
3

)2,3(25
10

48
48 +−== L

LL

EI
k k

UIC
ω

α

]22
6,1)4,6( +−+ L , [kN/mm]  (8)

W (8) zastosowano wzór na ugięcie 
belki o schemacie swobodnie pod-
partej obciążonej siłą jednostkową w 
środku rozpiętości 

  
EI

L
w

48

3

=   (9)

Na rys. 6 przedstawiono wykresy 
kUIC(L) uzyskane z (8) przy przyjęciu 
αk =1,21. Z porównania wyników 
uzyskanych w mostach drogowych 
(rys. 1) i kolejowych (rys. 6) wynika, 
że sztywności obiektów kolejowych 
mogą być znacznie mniejsze niż 

mostów drogowych. W monografi i 
[5] podano wiele przykładów beto-
nowych mostów drogowych w tym 
monolitycznych i z belek prefabryko-
wanych potwierdzających tą uwagę. 
Jednak kategoryczne sformułowa-
nie ogólnego wniosku dotyczącego 
sztywności mostów drogowych i 
kolejowych wymaga większej liczby 
danych. 
 Wartości k z rys. 6 są zbliżone do 
wyników uzyskanych w obiektach 
gruntowo-powłokowych [6], poda-
nych w tab. 1. Pomimo znacznej róż-
nicy w budowie obydwu rodzajów 
konstrukcji, z uwagi na ich sztyw-
ność, można je zaliczyć do tej samej 
grupy. 

Podłużnice mostów kolejowych 

z nawierzchnią otwartą

Podłużnice stalowych mostów o bu-
dowie kratowej lub blachownicowej 
w kolejowych mostach z nawierzch-
nią na mostownicach projektuje się 
przy przyjęciu schematu belki swo-
bodnie podpartej, z obciążeniem jak 
na rys. 5. Rozpiętości tych elementów 
nie zależą od długości przęsła L i są 
równe rozstawowi poprzecznic t. Są 
to zwykle wartość t < 7 m, porówny-
walne do rozpiętości małych mostów 
kolejowych L. 
Obciążenia tych elementów są rela-
tywnie duże. Ze schematu obciąże-
nia podanego na rys. 5 istotną rolę 
pełnią siły skupione P. W przypadku 
krótkich podłużnic obciążeniem jest 
zwykle jedna siła skupiona, stąd nor-
mowa sztywność obliczana jest obli-
czana jako 

  
t

P
k k

UIC
⋅

=
ω

α
  (10)

Gdy długość podłużnicy umożliwia 
ustawienie dwóch osi o rozstawie a 
wzór (10) przyjmuje postać

[2
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gdzie α = a/t natomiast, zgodnie z 
rys. 5 a = 1,6 m. Przy tworzeniu wzoru 
(11) przyjęto niesymetryczne położe-
nie obydwu sił P, dające maksymalną 
wartość momentu zginającego [5]. 
Ugięcie w takim układzie obciążenia 
jest obliczone w punkcie, w którym 
występuje Mmax. 
 W przypadku obciążenia trzema 
siłami skupionymi układ jest syme-
tryczny względem środka rozpięto-
ści. Wobec tego gdy x = t/2 otrzymu-
je się zależność

[ ]{ }2
)21(3)21(1 αα

ω

α
−−−+

⋅
=

t

P
k k

UIC  

 
(12)

Gdy t > 4,8 m uwzględnia się obcią-
żenie rozłożone po prawej stronie 
belki. W przypadku rozpiętości t > 
6,4 m na belce występują już cztery 
siły skupione z siłą rozłożoną po jed-
nej stronie. Taki układ obciążenia jest 
złożony do obliczeń ugięć stąd stosu-
je się procedurę analogiczną jak dla 
dźwigara głównego, ujętą w (8). W 
przypadku największych rozpiętości 
podłużnic ich normową sztywność 
oblicza się za wzoru
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Na rys. 7 przedstawiono wykresy 
funkcji kUIC(t) gdy αk = 1,21. Wykres ten 
jest analogiczny do podanego na rys. 
6, jak w przypadku dźwigara główne-
go jednak sztywności są większe. 
Gdy charakterystyki geometryczne 
podłużnic wyznacza się na podsta-
wie danych z wybudowanych obiek-
tów można obliczyć sztywność na 
podstawie ich rozpiętości i momentu 
bezwładności dwóch, bliźniaczych 
elementów 2I. Wobec tego wykorzy-
stuje się wzór 

   3

2
48

t

EI
k =

 
  (14)

gdy E = 205·106 kN/m2. Na rys. 8 
przedstawiono wyniki uzyskane z 

inwentaryzacji, głównie starych mo-
stów kolejowych. Sztywności po-
dłużnic mostów kolejowych są zbli-
żone do wartości określonych przez 
zalecenia normowe dotyczące ugięć 
podanych na wykresach rys. 7.

Podsumowanie

Do kwalifi kacji obiektów o funkcji ko-
munikacyjnej do grupy masywnych 
(sztywnych) i wiotkich (podatnych) 
jest użyteczny wskaźnik k. Może on 
być stosowany do mostów o zróżni-
cowanej konstrukcji, jak na rysunkach 
1, 2, 4. Wartości k uzyskać można na 
podstawie obliczeń, jak również z ba-
dań obiektu pod obciążeniem eksplo-
atacyjnym (z uwzględnieniem współ-
pracy wyposażenia z konstrukcją). W 
świetle wyników podanych w pracy 
widoczny jest klasyczny podział z uwa-
gi na wartości k, na obiekty masywne 
i wiotkie wynikający z zastosowanego 
materiału. W przypadku analizowa-
nego rodzaju mostu jego sztywność 
związana jest z rozpiętością – mosty 
małe, z natury rzeczy są sztywniejsze 
od ich odpowiedników o większych 
długościach. Z wyników analiz sztyw-
ności w mostach widoczny jest też 
ogólny podział w zależności od spo-
sobu użytkowania: obiekty drogowe, 
kolejowe, kładki dla pieszych. Większą 
grupę analizowanych obiektów poda-
no w [5, 6]. 
 W mostach kolejowych widoczna 
jest klasyfi kacja według malejącej 

sztywności: mosty sklepione, obiek-
ty gruntowo-powłokowe, mosty 
belkowe (pełnościenne). Sztywno-
ści podłużnic mogą być większe niż 
dźwigarów głównych w klasycznych 
mostach kratowych i belkowych.  
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