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Streszczenie: Obiekty mostowe, zgodnie z zatozeniami projektowymi, muszg spetnia¢ wymogi statyczno-wytrzymatosciowe ujete w no-
$nosci uzytkowej konstrukcji. W przypadku wiotkich budowli komunikacyjnych istotnym warunkiem uzytkowania (ugiec) jest sztywnosc¢
konstrukcji, ktéra jest przedmiotem tego artykutu. W przypadku ktadek dla pieszych ich sztywnos¢ moze by¢ wymogiem podstawowym,
wynikajacym z podatnosci dynamicznej konstrukcji. Sztywnos$¢ obiektu mozna okresli¢ na podstawie obliczen z wykorzystaniem mode-
lu konstrukgji. Drugim sposobem sg pomiary przemieszczerh na obiekcie pod obcigzeniem eksploatacyjnym jak réwniez podczas badan
odbiorczych. Przyktady podane w pracy wskazujg na to, ze sztywnos¢ obiektu jest uniwersalnym parametrem technicznym obejmujacym
zréznicowane konstrukcje mostowe. Wartos¢ k umozliwia obiektywne uzasadnienie podziatu konstrukcji mostowych na masywne i wiotkie.

Stowa kluczowe: Sztywnosc Mostu, Analiza Parametryczna; Badania Ugiecia

Abstract: Bridge structures, according to the project assumptions, must meet the static-strength requirements included in the service load
bearing capacity of a structure. In the case of slender transport structures, an essential condition of usage (deflections) is the stiffness of the
structure, which is the subject of the article. In the case of footbridges, their stiffness may be a basic requirement, resulting from the dynamic
vulnerability of the structure. The stiffness of an object can be determined on the basis of calculations using a model of a structure. The
second method is the measurement of displacements of an object under a service load, as well as during acceptance tests. Examples given
in the paper indicate that the rigidity of an object is a universal technical parameter covering different bridge structures. The value k allows

an objective justification of the division of bridge structures into massive and slender constructions.

Keywords: Stiffness Of Bridges; Parametric Analysis; Investigation Of Displacements

Sztywnos¢ jest bardzo czesto uzywa-
nym okresleniem, wykorzystywanym
do ogolnej klasyfikacji obiektow nie
tylko budowlanych. Jest ona pod-
stawg podziatu konstrukcji na dwie
grupy: podatne (azurowe) i masyw-
ne (monolityczne). W budowlach o
przeznaczeniu komunikacyjnym cze-
sto uzywa sie kryterium sztywnosci
do ich klasyfikacji. W drogownictwie
dzieli sie nawierzchnie na sztywne i
podatne. Tak samo wyrdznia sie pod-
toza pod nawierzchnie np. na moscie
betonowym — sztywne, a na nasypie
- podatne. Podobna klasyfikacja do-
tyczy mostow np. sztywne to kolejo-
we obiekty kratowe oraz wiotkie to
ktadki podwieszone. Dobrym przy-
ktadem tego podziatu obiektéw sa
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mosty o ksztatcie tukowym a w tym:
sklepienia murowane — jako masyw-
ne oraz gruntowo-powtokowe z bla-
chy falistej — jako podatne.

W wytrzymatosci  materiatow
sztywnos¢ elementu okreslana jest
jako proporcja sity P do powstatego
od niej przemieszczenia w, jak we
wzorze

P
k=—, [kN/mm] (1)
w

Okreslony w ten sposdb parametr
k fatwo jest uzasadni¢, w prostych
przypadkach wytrzymatosciowych:
$ciskanie (stup), rozcigganie (ciegno),
zginanie (belka), skrecanie (wat). Na
dodatek, w przypadku liniowej spre-
zystosci, jest on staty, niezalezny od

wartosci sity wywotujacej przemiesz-
czenie. Robwniez prosta interpretacja
wartosci k wystepuje w okresleniu
sztywnosci  jednoparametrowego
podtoza Winklera. Natomiast okre-
Slenie sztywnosci nawierzchni dro-
gowej jako uktadu warstwowego jest
juz zagadnieniem ztozonym. Modele
nawierzchni i podfoza z uwzgled-
nieniem wiasciwosci sprezystych i
sprezysto-plastycznych omaowio-
no w pracach [7 - 10]. W przypadku
nawierzchni kolejowych model jest
inaczej sformutowany, jak w pracach
[1,4, 11 - 14]. W przypadku konstruk-
¢ji mostowych utworzonych z wielu
elementéw z natury rzeczy w ukta-
dzie przestrzennym o duzej liczbie
stopni swobody niezbedna jest pro-
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2. Sztywnosc kiadek dla pieszych

sta procedura - zaproponowana w [5,
6] z przykfadami stosowania podany-
mi w pracy.

Sztywnos¢ obiektu mostowego,
jest cechg statyczng, zwigzang z ob-
Cigzeniem zmieniajagcym potozenie
na jezdni obiektu. W praktyce okre-
dlana jest na podstawie wynikéw
pomiardw przemieszczenn wybudo-
wanych mostéw, w prébach statycz-
nych, podczas badar odbiorczych [5,
6]. W takich badaniach, w wyznacza-
nej sztywnosci uwzglednia sie: geo-

%

— P

metrie konstrukgji, ukfad i sztywnosci
elementéw (£, EA), wiezy podporo-
we ujete w schemacie obiektu oraz
wspotprace wyposazenia z konstruk-
Cja (np. nawierzchni). W obliczeniach
projektowych (i sprawdzajacych
wyniki badar odbiorczych) zwykle
pomijane jest wyposazenie jako ele-
ment wspotdziatajacy z konstrukcja
W przenoszeniu obcigzen rucho-
mych [5].

Sztywnos¢ konstrukdji o przezna-
czeniu mostowym pod ruchomym
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3. Linia wptywu ugiecia belki w srodku rozpietosci
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obcigzeniem eksploatacyjnym okre-
dla sie réwniez w badaniach dyna-
micznych. Na rys. 1 przedstawiono
wyniki badan zréznicowanych obiek-
tow drogowych. Analizy te wykona-
no przy okazji okredlania parametrow
dynamicznych mostéw  wybudo-
wanych w Szwajcarii [2]. Jednym z
wynikow badan byt parametr k jako
funkcja rozpietosci mostu L. Zakres
badanych konstrukgcji mostowych w
zasadzie obejmowat wszystkie jego
rodzaje z ogolnym nastawieniem na
Srednie i duze rozpietosci. Z zesta-
wionych wykresow mozna wycia-
gna¢ dwa wnioski: wartos¢ k maleje
ze wzrostem rozpietosci oraz kon-
strukcje betonowe sg sztywniejsze
niz stalowe (w tym zespolone).

Ktadki dla pieszych w budownic-
twie mostowym petnig odrebng
funkcje komunikacyjna. Ich konstruk-
Cje sg bardzo zrdznicowane a sche-
maty zwykle innowacyjne. Na rys. 2
podano wybrane wyniki uzyskane
rowniez przy okazji badart dynamicz-
nych [3]. Wynika z nich, ze naleza one
do grupy o najmniejszej sztywnosci
przez co s tatwe do wzbudzen dy-
namicznych. Rezultaty podane na
wykresie sg rozproszone co moze
wynika¢ z matej liczby danych, jed-
nak tendencja jest podobna jak na
rys. 1.

Uzupetnieniem wynikéw poda-
nych na rys. 1, w przypadku mo-
stow drogowych matych i srednich
rozpietosci, sq analizy podane w [5].
Przedmiotem i celem analiz w niniej-
szej pracy jest uogolnienie wynikow
i rozszerzenie wnioskdw z mostow
drogowych na obiekty kolejowe [12].

Sztywnos¢ konstrukcji mostowej

Gdy zmiana potozenia jednostkowe;j
sity skupionej P odbywa sie wzdtuz
linii prostej, jak w mostach, wykres
ugiecia od tej sity jest linig wptywu
o postaci funkdji n(x), pokazanej na
rys. 3. Z definigji linii wptywu ugiecia
n(x) otrzymuje sie w przypadku ob-
Cigzenia sitg P, zmieniajgca potozenie
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wzdtuz osi x, funkcje ugiecia analizo-
wanego punktu w(x), jak w zaleznosci

w(x) = P n(x) )
Z pordwnania wzorow (2) i (1) wi-
doczne jest, ze funkcja sztywnosci
k(x) jest odwrotnoscig linii wptywu
ugiecia, jak we wzorze

k(x)= % , [KN/mm] (3)

n(x
/ zaleznosci (3) wynika, ze warto-
$ci rzednych k(x) zalezg od ksztattu
funkgji wptywu n(x) a wiec geome-
trii obiektu oraz warunkéw podpo-
rowych konstrukgji. Wartosci k sg
nieskornczone nad podporami (efekt
progu [4, 12]) natomiast w miejscu
maksimum funkgji n(x) uzyskuje sie
sztywnos¢ minimalna. Wobec tego
sztywnos$¢ obiektu k jest odwrot-
noscig maksymalnej rzednej funkgji
wptywu n, jak na rys. 3.

Zgodnie z zasada wzajemnosci
przemieszczern  Bettiego  rzedne
funkgji wptywu ugiecia n(x) sg row-
niez ugieciami punktow konstrukgji
w(x) od obciagzenia sitg jednostkowa
Pw analizowanym punkcie, jak na rys.
3. Wynika to réwniez z postaci wzoru
(2). Okreslenie wartosci k jest wiec po-
szukiwaniem maksymalnego ugiecia
od sity poruszajacej sie po wyznaczo-
nej linii - toru mostu kolejowego. W
zwiazku z tym zadanie ogranicza sie
do prostego rozwigzania - okreslenia
linii ugiecia w(x) wzdtuz toru kolejo-
wego. W rozpatrywanych w pracy
mostach punkt ten jest jednoznacz-
nie potozony — zwykle w srodku roz-
pietosci.

W fazie projektowania a pézniej
podczas badan odbiorczych ale mo-
stéw o schemacie belkowym spraw-
dza sie sztywnosc konstrukgji z wy-
korzystaniem normowego warunku
stanu granicznego uzytkowania, uje-
tego w bezwymiarowym wskazniku

_W
e=7 @)

We wzorze (4) w jest maksymalnym
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ugieciem konstrukgji mostu np. dzwi-
gara gtéwnego, odniesionym do roz-
pietosci elementu L. Wskaznik w po-
rownuje sie z wartoscig dopuszczang
okreslong w zaleceniach normowych
(np. 1/600), odpowiednio do rodzaju
konstrukdji lub elementu konstrukgji
mostu oraz tworzywa uzytego do
jego budowy. Jego wartos¢ zalezy
od schematu (uktadu) obcigzenia. Z
poréwnania dwoch wskaznikéw ob-
liczanych na podstawie ugie¢ (k i w)
widoczne jest, Zze sztywnosc jest pa-
rametrem ogdlniejszym [2, 3, 5, 6].

Mosty kolejowe o ksztalcie
tukowym

Konstrukcje o ksztatcie tukowym, to
podgrupa obiektéw mostowych o
schemacie rozporowym, czyli takich,
w ktorych od obcigzenia pionowego
jezdni powstajg sktadowe poziome
reakcji podporowych. W tej grupie
wystepujg od dawna budowane mo-
sty sklepione, murowane np. z cegty
lub kamienia, jak na rys. 4a oraz o
konstrukcje z betonu. Obecnie stoso-
wane obiekty gruntowo-powtokowe
7 blach falistych, jak na rys. 4b wyka-
zujg wiele wspodlnych cech statycz-
nych z mostami sklepionymi.

7 uwagi na podstawowy udziat
zasypki i nawierzchni w przenosze-
niu obcigzen w tych konstrukcjach
sztywnosc obiektu najlepiej okreslac

4. Mosr);é ksztatcie tukowym , a) obiek grumd‘/\/o—pow#okovv)./; b) most murowany
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na podstawie badan. W tab. 1 zesta-
wiono przyktady wynikdw pomiaréw
obydwu rodzajéw obiektow [5, 6]. 7
badan tych obiektow wynikajg znacz-
ne réznice ich sztywnosci. Potwier-
dza sie wiec zasada o traktowaniu
sklepien ceglanych jako masywnych
w odréznieniu od gruntowo-powto-
kowych z blachy falistej —podatnych.

Dzwigary gtéwne stalowych
mostéw belkowych

Najczesciej spotykanym schematem
statycznym kolejowych mostéw jest
belka swobodnie podparta [5]. Ru-
chomym obcigzeniem stosowanym
do projektowania elementoéw mo-
stow jest od dawna (PN-85/5-10030)
i obecnie (EN-1921-2) schemat UIC 71,
podany narys. 5.

al2=08, , 3a=3x16=48 _ a2=08
“P =250 Ot [kN]
p p =80 Otk [kN/m]
TG l lr‘ lr’ J:F’ T
dq 4a=64 d2

L

5. Schemat uktadu sit mostéw kolejowych UIC 71

Sity w tym schemacie zalezg od klasy
obciagzenia a doktadnie od normowe-
go mnoznika ak. Z uwagi na zrézni-
cowany uktad (sity skupione P i rozto-
zone p) ugiecie w srodku rozpietosci
oblicza sie z przyblizonej (ale wystar-
czajaco doktadnej [5]) zaleznosci

Tab. 1. Charakterystyki techniczne badanych obiektéw

Konstrukcja

Obiekt obiektu L[m]
Prabuty gruntowo-po- 7,945
Swidnica wiokowa 15,00

Milicz murowana 12,80

Hrzeglqd komunikacyjny

him] w [mm] K [KN/mm] ‘["m:mv/vnf ?
237 348 %2 0438
5,23 2,7 1311 0,180
6,40 0,59 99,1 0,046
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7. Normowa sztywnosci podtuznic mostéw kolejowych w zaleznosci od wskaZnika w

M- I?
w=
10El

©)

oraz momentu zginajacego, w srod-
ku rozpietosci dzwigara gtdbwnego
przy ustawieniu sit jak na rys. 5, bez
uwzglednienia oddziatywania dyna-
micznego

M =100, [25(L—32) + (L-6,4)° +1,6*],

[kNm]
©

We wzorze (5) £l jest sztywnoscig
dZzwigara z uwagi na zginanie a L
jego rozpietoscia.

Na podstawie normowego wa-
runku granicznego ugiecia jak w (4),
przyjmowanego zwykle jako w =
1/600 lub w = 1/800 mozna obliczy¢
np. ze wzorem (5) sztywnosc¢ na zgi-
nanie dzwigara

ML

= 7)
10-w

EI

a stad, bezposrednio z (1) i (6) nor-

mowa sztywnos¢ obiektu (dZwigara)
jako 4

EI 07

ke = 48— = %

YT 106l

+(L—64)° +16*], [kN/mm]

[5(L-3.2)+
@)

W (8) zastosowano wzdor na ugiecie
belki o schemacie swobodnie pod-
partej obcigzonej sitg jednostkowa w
srodku rozpietosci

L3
w=
48El

©

Na rys. 6 przedstawiono wykresy
kuc(L) uzyskane z (8) przy przyjeciu
a. =121. Z porownania wynikéw
uzyskanych w mostach drogowych
(rys. 1) i kolejowych (rys. 6) wynika,
ze sztywnosci obiektéw kolejowych
moga by¢ znacznie mniejsze niz

ﬁrzeglqd komunikacyjny

mostow drogowych. W monografii
[5] podano wiele przyktadow beto-
nowych mostéw drogowych w tym
monolitycznych i z belek prefabryko-
wanych potwierdzajacych tg uwage.
Jednak kategoryczne sformutowa-
nie ogdlnego wniosku dotyczacego
sztywnosci mostow  drogowych i
kolejowych wymaga wiekszej liczby
danych.

Wartosci k z rys. 6 s3 zblizone do
wynikéw uzyskanych w obiektach
gruntowo-powtokowych [6], poda-
nych w tab. 1. Pomimo znacznej réz-
nicy w budowie obydwu rodzajow
konstrukgji, z uwagi na ich sztyw-
nos¢, mozna je zaliczy¢ do tej samej
grupy.

Podtuznice mostéw kolejowych
z nawierzchnia otwarta

Podtuznice stalowych mostow o bu-
dowie kratowej lub blachownicowej
w kolejowych mostach z nawierzch-
nig na mostownicach projektuje sie
przy przyjeciu schematu belki swo-
bodnie podpartej, z obcigzeniem jak
na rys. 5. Rozpietosci tych elementow
nie zaleza od dtugosci przesta L i s3
rowne rozstawowi poprzecznic t. S3
to zwykle wartos¢ t < 7 m, poréwny-
walne do rozpietosci matych mostéw
kolejowych L.

Obcigzenia tych elementéw s3 rela-
tywnie duze. Ze schematu obcigze-
nia podanego na rys. 5 istotng role
petnig sity skupione P. W przypadku
krétkich podtuznic obcigzeniem jest
zwykle jedna sita skupiona, stad nor-
mowa sztywno$¢ obliczana jest obli-
czana jako

o, P

wt 10

kUlC =
Gdy dtugos¢ podtuznicy umozliwia
ustawienie dwodch osi o rozstawie a
wzor (10) przyjmuje postac

P
e = 332;-: 4-aHe-a)6-a)-
-+ay] (1)
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gdzie a = a/t natomiast, zgodnie z
rys.5a=1,6m.Przy tworzeniu wzoru
(11) przyjeto niesymetryczne potoze-
nie obydwu sit P, dajagce maksymalna
warto$¢ momentu zginajgcego [5].
Ugiecie w takim uktadzie obciazenia
jest obliczone w punkcie, w ktérym
wystepuje M.

W przypadku obcigzenia trzema
sitami skupionymi ukfad jest syme-
tryczny wzgledem srodka rozpieto-
$ci. Wobec tego gdy x = t/2 otrzymu-
je sie zaleznos¢

ke = 220+ (1= 20)B-(1- 200 ]}
-t
(12)

Gdy t > 4,8 m uwzglednia sie obcig-
zenie rozlozone po prawej stronie
belki. W przypadku rozpietosci t >
6,4 m na belce wystepujg juz cztery
sity skupione z sitg roztozong po jed-
nej stronie. Taki uktad obcigzenia jest
7tozony do obliczen ugiec stad stosu-
je sie procedure analogiczng jak dla
dzwigara gtownego, ujetg w (8). W
przypadku najwiekszych rozpietosci
podtuznic ich normowg sztywnosc¢
oblicza sie za wzoru

ko= 6a, P
vIC Sa)'t

25 2
{4(1 -20)+ IR(I -3a) }
(13)

Na rys. 7 przedstawiono wykresy
funkdji kuc(t) gdy a, = 1,21. Wykres ten
jest analogiczny do podanego na rys.
6, jak w przypadku dZzwigara gtéwne-
go jednak sztywnosci sg wieksze.
Gdy charakterystyki geometryczne
podtuznic wyznacza sie na podsta-
wie danych z wybudowanych obiek-
tow mozna obliczy¢ sztywnos¢ na
podstawie ich rozpietosci i momentu
bezwtadnosci dwodch, blizniaczych
elementoéw 2/ Wobec tego wykorzy-
stuje sie wzor

2EI

k=48

(14)

gdy E = 205106 kN/m2 Na rys. 8
przedstawiono wyniki uzyskane z
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8. Sztywnosci podtuznic mostdéw kolejowych z nawierzchniq na mostownicach

inwentaryzadji, gtéwnie starych mo-
stow  kolejowych. Sztywnosci po-
dtuznic mostéw kolejowych sg zbli-
zone do wartosci okreslonych przez
zalecenia normowe dotyczace ugiec
podanych na wykresach rys. 7.

Podsumowanie

Do kwalifikacji obiektow o funkgji ko-
munikacyjnej do grupy masywnych
(sztywnych) i wiotkich (podatnych)
jest uzyteczny wskaznik k. Moze on
byc¢ stosowany do mostéw o zrézni-
cowanej konstrukdji, jak na rysunkach
1, 2, 4. Wartosci k uzyska¢ mozna na
podstawie obliczer, jak réwniez z ba-
dan obiektu pod obcigzeniem eksplo-
atacyjnym (z uwzglednieniem wspot-
pracy wyposazenia z konstrukcjg). W
Swietle wynikdw podanych w pracy
widoczny jest klasyczny podziat z uwa-
gi na wartosci k, na obiekty masywne
i wiotkie wynikajacy z zastosowanego
materiatu. W przypadku analizowa-
nego rodzaju mostu jego sztywnos¢
zZwigzana jest z rozpietoscig — mosty
mate, z natury rzeczy sg sztywniejsze
od ich odpowiednikéw o wiekszych
dtugosciach. Z wynikow analiz sztyw-
nos$ci w mostach widoczny jest tez
0golny podziat w zaleznosci od spo-
sobu uzytkowania: obiekty drogowe,
kolejowe, ktadki dla pieszych. Wieksza
grupe analizowanych obiektéw poda-
no w [5, 6].

W mostach kolejowych widoczna
jest klasyfikacja wedtug malejacej

sztywnosci: mosty sklepione, obiek-
ty  gruntowo-powtokowe, mosty
belkowe (petnoscienne). Sztywno-
$ci podtuznic mogga by¢ wieksze niz
dzwigaréw gtownych w klasycznych
mostach kratowych i belkowych. €
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