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Streszczenie: W pracy przedstawiono model obliczeniowy uktadu dynamicznego pantograf - sie¢ trakcyjna, w ktérym wykorzystano teorie
drgan ciegna wiotkiego i metode aproksymacyjna Lagrange’a — Ritza do wyprowadzenia réwnan ruchu sieci jezdnej obcigzonej przemiesz-
czajgcymi sie pantografami. Modelem pantografu jest dyskretny uktad dynamiczny o dwdch stopniach swobody, okreslajgcych ruch dwdéch
mas zastepujacych slizgacz odbiorczy i rame przegubowa. System nosny sieci jezdnej potraktowano jako pfaski uktad ciegnowy o ciggtym
rozktadzie masy, sktadajacy sie z wieloprzestowego ciegna o trasie krzywoliniowej (lina nosna) i ciegna prostoliniowego (przewdd jezdny),
potaczonego z ciegnem za posrednictwem odksztatcalnych wieszakdw. Zasadniczym celem pracy jest prezentacja gtownych idei mode-
lu obliczeniowego, ze szczegdlnym uwzglednieniem wyprowadzenia rownarn dynamiki wstepnie napietego, wieloprzestowego ciegna o
niepomijalnym zwisie statycznym. Wiele uwagi poswiecono opisowi wzajemnych oddziatywar miedzy pantografem i siecig jezdna. Opra-
cowany model obliczeniowy umozliwia symulacje komputerowa drgan sieci trakcyjnej wymuszonych ruchem dwaéch pantograféw oraz
symulacje dynamicznych zmian sit nacisku stykowego.

Stowa kluczowe: Siec trakcyjna; Pantograf, Model obliczeniowy; Dynamika; Konstrukcje ciegnowe; Ruchome obcigzenie inercyjne

Abstract: The paper presents the computational model of the pantograph — overhead contact line dynamic system, which uses the theory
of cable vibrations and Lagrange - Ritz approximation method to derive equations of motion of the overhead contact line subjected to
moving pantographs. The pantograph is modeled as a dynamic system of two degrees of freedom describing the motion of two masses
replacing a collector head and an articulating frame. The overhead contact line is defined as a catenary system with continuously distribu-
ted mass. It consists of a multi-span cable characterized by a curvilinear route (catenary wire) and a straight cable (contact wire) connected
with a catenary wire by elastic droppers. The main objective of the paper is to present principal ideas of the computational model, with a
particular emphasis on formulating the equation of motion of a pre-tensioned multi-span cable with non-negligible static sag. Much at-
tention is paid to the description of dynamic interaction between the pantograph and overhead contact line. The model allows computer
simulation of catenary vibrations induced by two pantographs passing over the contact line, as well as a simulation of dynamic increments
of the contact force.

Keywords: Overhead contact line; Pantograph; Computational model; Dynamics; Cable structures; Inertial moving loads

W zwiagzku z wymogami zawartymi
w technicznych specyfikacjach in-
teroperacyjnosci (TSI) podsystemu
,Energia” systemu kolei w Unii Fu-
ropejskiej, wprowadzonych Rozpo-
rzagdzeniem Komisji (UE) z 2014 roku
[1], duzego znaczenia nabierajg ba-
dania teoretyczne dynamicznego
oddziatywania miedzy pantografem
i napowietrzng siecia trakcyjna. Siec
trakcyjna jest jednym ze sktadnikow
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interoperacyjnosci systemu kolei i
jako taka podlega ocenie zgodno-
sci. Wedtug punktu 6.1.4 Zatagcznika
dowspomnianego Rozporzadzenia,
konstrukcje sieci trakcyjnej nalezy
ocenia¢ miedzy innymi na podsta-
wie numerycznych symulacji drgan
sieci  spowodowanych  ruchem
pantograféw zamontowanych na
pojazdach kolejowych, za pomoca
odpowiedniego narzedzia oblicze-
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niowego. Szczegotowe wymagania
dotyczace narzedzia obliczenio-
wego (metody symulacji) sg okre-
slone w normie PN-EN 50318:2003
[2]. Zgodnie z tymi wymaganiami,
metoda symulacji musi uwzgled-
nia¢ interakcje dynamiczng miedzy
pantografem i systemem nosnym
gornej sieci jezdnej. Symulacje po-
winny obejmowac przebiegi zmian
sit nacisku stykowego pantograféw,
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przebiegi drgan gornej sieci jezdnej
w wybranych punktach analizowa-
nego odcinka sieci i historie drgan
gtéwnych elementéw pantografu
podczas jego przejezdzania wzdtuz
przewodu jezdnego. Wyznaczone
na podstawie symulacji charaktery-
styki dynamiczne uktadu sie¢ trak-
cyjna — pantograf poddaje sie ana-
lizie w celu zbadania, czy mieszcza
sie w zakresie okreslonym szczego-
towymi przepisami, zapewniajgcym
wiasciwg jakos¢ odbioru pradu.

Opracowanie skutecznego i po-
prawnego narzedzia obliczenio-
wego stuzagcego do opisanych
symulacji numerycznych nie jest
zagadnieniem tatwym od strony
teoretycznej. Wynika to gtéwnie ze
specyfiki mechanicznej pracy kon-
strukcji  ciegnowych, do ktoérych
nalezy zaliczy¢ system nosny gor-
nej sieci trakcyjnej [3]. Zasadnicza
trudnos¢ stanowi jednak teoretycz-
ne rozwigzanie problemu drgan
ztozonej  konstrukcji  ciegnowej
obcigzonej ruchem pantograféw,
czyli poddanej dziataniu ruchome-
go obcigzenia inercyjnego o wia-
snych stopniach swobody. Temat
ten jest podejmowany w ostatnich
latach w literaturze polskiej, jednak
prezentowane w publikacjach mo-
dele obliczeniowe s3 na ogét moc-
Nno uproszczone z punktu widzenia
doktadnosci  modelowania  sieci
trakcyjnej. Przyktadowo, w pracy [4]
autorzy potraktowali system nosny
sieci jezdnej jako uktad o jednym
dynamicznym stopniu swobody o
zmiennych parametrach aproksy-
mowanych harmonicznymi funk-
Cjami czasu. Podobne podejscie
zastosowali autorzy pracy [5], ope-
rujac zredukowang masg i sztywno-
$cig sieci jezdnej, jako parametrami
zmiennymi w obszarze przesta, a
takze autorzy pracy [6]. Doktad-
niejszy, ale daleko odbiegajacy od
warunkéw  rzeczywistych  model
sieci jezdnej zastosowano w pracy
[7], gdzie przewdd jezdny mode-
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lowano metoda elementow skor-
czonych przy uzyciu elementow
belkowych — a wiec z uwzglednie-
niem zginania, ktérego wptyw jest
pomijalny w przypadku wiotkiego
przewodu.

We wszystkich  wymienionych
publikacjach wiele uwagi poswie-
cono problemowi modelowania
pantografu, co w pewnym stopniu
uzasadnia znaczne uproszczenia
modelu sieci trakcyjnej. W niniejszej
pracy zaproponowano zdecydowa-
nie inny, bardziej ,zrownowazony”
model obliczeniowy ukfadu siec¢
trakcyjna — pantograf, w ktorym
nacisk jest potozony na witasciwe
modelowanie sieci trakcyjnej i inte-
rakcji dynamicznej pantografow z
siecig jezdng. Pantograf jest mode-
lowany jako dyskretny uktad dyna-
miczny o dwadch stopniach swobo-
dy, ktére okredlajg ruch dwdch mas
zastepujacych slizgacz odbiorczy i
rame przegubowa. System nosny
sieci jezdnej potraktowano jako pfa-
ski ukfad ciegnowy o ciagtym roz-
kfadzie masy, sktadajacy sie z wie-
loprzestowego ciegna wiotkiego o
trasie krzywoliniowej (lina nosna)
i pofaczonego z nim za posrednic-
twem odksztatcalnych wieszakow
ciegna o trasie prostoliniowej (prze-
wod jezdny). Zasadniczym celem
pracy jest prezentacja gtéwnych
idei modelu obliczeniowego, ze
szczegolnym uwzglednieniem wy-
prowadzenia rownan dynamiki wie-
loprzestowego ciegna wiotkiego o
niepomijalnym zwisie statycznym.
Testy numeryczne i zastosowania
modelu beda przedmiotem odreb-
nej publikadji.

-

Podstawowe zatozenia modelu
obliczeniowego

Rozwazany uktad dynamiczny skta-
da sie z dwoch gtownych podukta-
dow: sieci jezdnej gornej typu fan-
cuchowego z jednym przewodem
jezdnym oraz jednego lub dwdch
pantograféw rozstawionych w od-
legtosci d i poruszajgcych sie z jed-
nakowg stafg predkoscig v. System
nosny sieci jezdnej stanowig wstep-
nie napieta lina nos$na i przewdd
jezdny podwieszony do liny nosnej
za pomocyg wiotkich wieszakow
typu przewodowego. Model syste-
mu nosnego obejmuje jedna sekcje
sieci jezdnej, sktadajaca sie z kilku
odcinkéw. Schemat przykfadowe-
go odcinka (przesta) sieci pokazano
na rysunku 1. Model sieci jest pfaski,
liniowy w sensie geometrycznym
i fizycznym. Jest przeznaczony do
analizy pionowych drgan prze-
wodu jezdnego i liny nosnej oraz
$lizgacza pantografu, a takze prze-
biegu zmian w czasie sity nacisku
stykowego. Uwzglednia sity inte-
rakcji miedzy podukfadami, wptyw
zwisu liny nosnej na jej reakcje spre-
zyste oraz ciggty rozktad masy liny i
przewodu jezdnego.

Przyjeto, ze lina nosna jest wie-
loprzestowa, oparta przesuwnie na
podporach pionowo nieodksztat-
calnych, potozonych na tym samym
poziomie. Liczba przeset liny no-
$nej jest dowolna i wynosi n, trasa
liny w stanie nieobcigzonym jest
paraboliczna w obrebie kazdego
przesta, punkty podparcia napietej
liny na skrajnych podporach sek-
Cji sg punktami statymi. Modelem
mechanicznym liny nosnej jest li-
niowo-sprezyste ciegno wiotkie o
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1. Schemat wybranego odcinka gérnej sieci jezdnej
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2. Model dynamiczny pantografu

sztywnosci osiowej £ A_i masie jed-
nostkowej m_= p A, gdzie p_ jest
gestoscig objetosciowg materiatu
liny, A_ polem przekroju, a £ mo-
dutem Younga. Wstepny poziomy
nacigg wieloprzestowego ciegna
jest znany i wynosi H,. Modelem
przewodu jezdnego jest pozioma
struna o Sztywnosci EA, 1 masie
jednostkowej m_, wstepnie napieta
sitg statg S. Struna jest podwieszona
wieszakami do liny nosnej i podpar-
ta nieprzesuwnie w punktach kon-
cowych sekdji.

Wiotkie wieszaki tgczace prze-
wod jezdny z ling nos$ng s trakto-
wane jako odksztatcalne elementy
bezmasowe, ktdére nie przenosza
$ciskania, natomiast przy rozcigga-
niu zachowuja sie jak wiezi liniowo-
-sprezyste. Sg to zatem elementy
sprezyste typu ,wiez ze stopem” [8],
ktére charakteryzuje rézna sztyw-
nos¢, zalezna od zakresu wartosci
wzglednego przemieszczenia kon-
cow wiezi. Przyjeto, ze sztywnosc
wiezi modelujg cych wieszaki sieci
jezdnej jest réwna zeru przy sciska-
niu a przy rozcigganiu wynosi ku,
gdzie indeksem i =1, 2,..., n ozna-
Czono numer przesta sieci, a indek-
semj=1,2,..,h numer wieszaka
w przesle i. W praktyce, odcinki sieci
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trakcyjnej sg na ogot powtarzal-
ne w obrebie sekcji — to znaczy, ze
dtugos¢ przeset | jest jednakowa,
podobnie jak liczba wieszakéw h w
przestach i sztywnos¢ wieszakow k/.j.
Parametry te przyjeto za zmienne,
aby zachowac ogdlnos¢ modelu.
Zgodnie z wytycznymi Zataczni-
ka A Normy Europejskiej EN 50318
[2], model pantografu przyjeto w
postaci dyskretnego uktadu dyna-
micznego o dwadch stopniach swo-
body, ktérego schemat przedstawia
rysunek 2. Uktad sktfada sie z dwdch
mas reprezentujacych $lizgacz od-
biorczy i rame przegubowg panto-
grafu, ktdre sg potagczone ze sobg i
z konstrukcjg wsporcza (pojazdem)
uktadem wiezi sprezystych i thumi-
kow  wiskotycznych. Dodatkowo
wprowadzono tzw. sprezyne kon-
taktowa miedzy slizgaczem od-
biorczym i punktem styku naktadki
stykowej z przewodem jezdnym.
Sprezyna kontaktowa nie jest cze-
$cig pantografu, ale jej zastosowa-
nie utatwia obliczenie sity nacisku
stykowego w warunkach dyna-
micznych i jest dopuszczone przez
norme EN 50318. Sita nacisku styko-
wego oznaczona na rysunku 2 sym-
bolem R, jest zmienng w czasie re-
akcjg wiezi kontaktowej R, (@), indeks
J =1, 1l oznacza numer pantografu.
Reakcja R, (t) obejmuje zarébwno sta-
tyczna site nacisku stykowego jak i
dynamiczne zmiany tej sity spowo-
dowane drganiami wzbudzonymi
przejazdem pantografu. Sita nacisku
statycznego wynika z dziatania urza-

dzenia podnoszacego pantograf
i jest skierowana w gore, przenosi
zatem ciezar pantografu. Zaleznie
od konstrukgji pantografu, sita stata
unoszgca pantograf moze by¢ przy-
tfozona do masy m, reprezentujacej
rame przegubowa lub do masy $li-
zgacza m, lub do obu tych mas. Sity
F, i F, pokazane na rysunku 2 ozna-
czaja odpowiednie wypadkowe
sit unoszacych i sit ciezkosci odpo-
wiednich czesci pantografu.

W dalszej czesci artykutu zostang
wyprowadzone w formie macie-
rzowej rownania ruchu nastepuja-
cych poduktaddéw: ciegna nosnego,
przewodu jezdnego i pantografu, z
uwzglednieniem sit interakcji mie-
dzy poduktadami. Nastepnie bedg
wyznaczone w jawnej postaci sity
interakgji i na tej podstawie zosta-
nie sformutowany docelowy ukfad
sprzezonych réwnan ruchu opisuja-
cych drgania rozwazanej sekdji sieci
jezdnej, wzbudzone jednoczesnym
przejazdem dwadch pantograféow.

Lina nosna

Na rysunku 3 przedstawiono wy-
brany odcinek gornej sieci jezdnej,
oznaczony indeksem i. Wiezi spre-
zyste (wieszaki) taczace przewdd
jezdny z ling no$ng zastgpiono ich
oddziatywaniami Ry(t), jak pokazano
na rysunku na przyktadzie wybra-
nego wieszaka o sztywnosci k,./., kto-
rego potozenie w przesle i okredla
wspotrzedna x. = X W ten sposob
lina nos$na i przewdd jezdny zostaty

3. Przemieszczenia liny nosnej i przewodu jezdnego oraz oddziatywania wieszakdw
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rozdzielone, co umozliwia wypro-
wadzenie réwnania ruchu liny, przy
zatozeniu jej obcigzenia skupionymi
reakcjami wiezi.

Jak wynika z rysunku 3, drgania
ciegna nosnego sg opisane dwie-
ma funkcjami: u(x, 1) oraz w/x, 1).
Pierwsza funkcja okresla pozioma
sktadowg przemieszczenia, dru-
ga — sktadowg pionowa. Oba te
przemieszczenia sg mierzone od
statycznie zréwnowazonego  sta-
nu odniesienia, w ktorym ciegno
jest wstepnie napiete pozioma sitg
H, i obcigzone roztozonym cieza-
rem witasnym oraz przekazywanym
przez wieszaki ciezarem przewodu
jezdnego i wieszakdw. Trase ciegna
w stanie odniesienia opisuje funk-
dja z(x) a jej pochodna z' = dz /dx,
okresla kat nachylenia stycznej a,,.
Sita osiowa w przekroju x. w sta-
nie odniesienia wynosi N, (x) = H /
cosa,, co bedzie wykazane dalej,
przy czym cosa, = (1 +27)".

W warunkach dynamicznych tra-
sa ciegna ulega deformacji wskutek
obcigzenia przejazdem pantografu
a samo ciegno doznaje odksztatcenr
podtuznych, ktore przy zatozeniu
matych przemieszczerh sg opisane
wzorem ([3], [9])

&(x;,0) = (u] + zw)cos’ a,; (1)

Zgodnie z prawem Hooke'a, zmien-
ne w czasie odksztatcenia podtuzne
ciegna powodujg zmiany sity osio-
wej w ciegnie. Dynamiczny przy-
rost sity osiowej spowodowany od-
ksztatceniem wynosi

AN (x,,)=E, A€ =

=EA (u +zw)cos’ &, (2)

Catkowita sita osiowa N(x, 1) = N (x)
+ AN(x, 1) spetnia rownania rowno-
wagi dynamicznej ciegna w konfi-
guracji odksztatconej, ktére wedtug
[3], [9], [10] majg postac (3), gdzie
()'=0/0x, (") = 0?/0t, g(x) jest rozto-
zonym, statym obcigzeniem ciegna.
Obcigzeniem wzbudzajagcym drga-
nia liny nosnej sg tylko pionowe re-
akcje wieszakow, zatem p = 0 oraz
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gdzie symbol () oznacza funkcje
delta Diraca. Sity oporow ruchu po-
wodujgce ttumienie drgan ciegna
beda uwzglednione po dyskretyza-
Gji uktadu.

W stanie odniesienia  mamy
p, =0 u =01iw =0, zatem
AN(x, t) = 0. Uwzgledniajac te zalez-
nosci w réwnaniach (3) otrzymuje
sie réwnania statycznie zrowno-
wazonej konfiguracji odniesienia,
7 ktorych wynika, ze (5). Jesli ozna-
czymy przez m usredniong, rowno-
miernie roztozong na dtugosci prze-
sta mase liny nosnej, wieszakow
i przewodu jezdnego, to g = mg
i trasa liny nosnej jest paraboliczna,
jak przyjeto w zatozeniach modelu.
Otrzymujemy wtedy: z, = 4f (¢ - &),
gdzie strzatka zwisu liny wynosi
f=mgl?/8H, oraz = x /I,

Po uwzglednieniu zaleznosci (5)
i przyjeciu, ze m/cosa, = m_, gdy
zZwis ciegna jest maty, rownania (3)
mozna zapisa¢ w postaci (6), gdzie
AH = AN, cosa,, przy czym za AN,
nalezy podstawi¢ wzor (2). Réwna-
nia (6) s3 warunkami rownowagi
sit dziatajagcych na ciegno podczas
drgan (przy pominieciu ttumienia)
— skfadniki z lewej strony rownan
sg nieliniowymi reakcjami sprezy-

—[N, cosa,,(1+u))] +(m, /cosa,,)ii, = p,

—[N, cos,;(z, +w)] +(m,/cosa,)w, =p, +q (3)

— (N, cose,) =0 — N, cosa, =const=H,

stymi ciegna, po prawej stronie
zgrupowano sity bezwtadnosci i ob-
cigzenie dynamiczne. Fakt ten wy-
korzystano do wyznaczenia formut
bilansu energetycznego wieloprze-
stowej liny nosnej. W obliczeniach
pominieto nieliniowe sktadniki re-
akcji sprezystych ciegna: (AH, u))'
i (AH w))" oraz uwzgledniono wa-
runki brzegowe i warunki réwno-
wagi sit na podporach posrednich.
Nastepnie zastosowano metode La-
grange’a — Ritza [11] w celu wypro-
wadzenia macierzowego réwnania
ruchu okreslonego w dziedzinie
czasu. Szczegoty wyprowadzenia
mozna odtworzy¢ bazujac na pro-
cedurze przedstawionej w artykule
[10], ktérego przedmiotem sg drga-
nia wieloprzestowego ciegna no-
$nego kolei linowej.

Ogdlna posta¢ macierzowego
rownania ruchu wieloprzestowej
liny nosnej goérnej sieci jezdnej pan-
tografu jest nastepujaca:

Bccdc(t) + Cccqc(t) + chqc(t) = fc (t)
)

Réwnanie (7) ma strukture bloko-
wa, wynikajaca z budowy wekto-
ra wspotrzednych uogdlnionych:
q = colq,, q,.. 49, 4, r) kto-
ry sktada sie z wektorow wspot-
rzednych przyjetej aproksymadji
stanu przemieszczenia liny, kine-
matycznie dopuszczalnej, okreslo-
nej wzorami (8), gdzie s'(x) =
[sin7i€, sin27i,....sinnyic] jest wek-
torem funkgji aproksymacyjnych,

¢ =x/l, i =1,.,n Drugi wektor
aproksymujgcy ma posta¢  f'(x)
= [0),,..(1-¢), (&),.. (0) .1 jesli
i = 2,..., n1. W przypadku, gdy

i =1 oraz i = n nalezy przyjac¢ od-
powiednio: " = [(¢),(0),,....(0), ]

n-1-"

—[Hu+(AH,) + (AH 1)1 =—m_ii,

—(Ny cosaz))'=q — z/=—qlH,
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—[H,w/+(AH,z)) + (AH W) 1=—mw, + p,,
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fr [0),,...(0)_,,(1-¢) .1, gdzie n
jest liczbg przeset sekcji sieci gor-
nej. Wspdtrzedne zgrupowane w
wektorze r.sg nieznanymi przesu-
wami liny na kolejnych podporach
przesuwnych (wspornikach sieci),
numerowanych od 1 do n-1. W row-
naniu (7) uwzgledniono ttumienie
przyjmujac model Rayleigha, zgod-
nie z ktérym macierz ttumienia jest
kombinacja macierzy sztywnosci
i bezwtadnosci: € =k K _+uB

c cc’

Przewéd jezdny

Réwnania réozniczkowe drgan prze-
wodu jezdnego w przesle ,i” wyni-
kaja wprost z rownan ciegna (6), je-
sli uwzglednimy, ze nacigg wstepny
wynosi S i trasa ciegna jest idealnie
prostoliniowa. Wowczas 7' = 0, czyli
cosa, =11AH =AN,=EA U gdzie
U(x, 1) jest poziomym przemieszcze-
niem struny (przewodu jezdnego).
Oznaczajac przemieszczenie piono-
we przez v(x, t) otrzymamy na pod-
stawie (6) réwnania o postaci (9).
Pominiecie nieliniowych sktadni-
kow prowadzi do separacji rownan
(9), co oznacza, ze w zagadnieniu
liniowym mozna poming¢ drgania
osiowe w modelu obliczeniowym
sieci jezdnej, gdyz sg niezalezne od
drgan poprzecznych. Uwzglednia-
jac fakt, ze przewdd jezdny jest ob-
cigzony reakcjami wieszakow R,./.(t)
i ruchomymi sitami nacisku styko-

wego pantografow, R (t) i R (t), otrzy-
muje sie na podstawie (9), i rysunku
3 nastepujace réwnanie drgan po-
przecznych przewodu (10). Sporza-
dzenie bilansu energetycznego z
uwzglednieniem warunkow brze-
gowych i nastepnie zastosowanie
metody Lagrange’a — Ritza prowa-
dzi do réwnania ruchu

B, +Cq,0)+K q,()=f)

(1
w ktorym C,= kK, +uB. jak
w przypadku liny nosnej. Wek-
tor wspodtrzednych uogdlnionych
q, = col(q,,....q,, r) ma ponow-
nie budowe blokowa — sktada sie z
wektorow wspodtrzednych aproksy-
macji przemieszczen poprzecznych,
przyjetej w kolejnych przestach i =
1,2,...,n wedtug wzoru

v,(x,,0) =7 (), (1) + £ (x)r, (1) (12)

Ze wzgledu na podobierstwo wa-
runkéw brzegowych, aproksyma-
Cja przemieszczerh poprzecznych
przewodu jezdnego (12) ma struk-
ture analogiczng do aproksyma-
Cji przemieszczen poziomych liny
nosnej (8),.

Pantograf
Rozwazmy teraz model dynamiczny

pantografu, ktéry przedstawiono na
rysunku 2. Wystepujacy w opisach

w; (1) =, (x)q,,, (1)
ui (xi ’ t) = S;r (xi )qui (t) + fiT (‘xi )rc (t)

~[SU/+E,AU/+E,A,UY1=-mU,
~[SV/+EAUY)1=-myi,+p,

11

” ..
= Sv/+mi = p,

n;

p.=2 R,(13(x, —x,)—
j=1

0)q, ; —kelq, _
o+ T
oV, —ke k. ||V,

BJ
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1
R,(1)6(x, - x;,)
7=

rysunku indeks J =1, ll réznicuje dwa
pantografy poruszajace sie wzdtuz
przewodu jezdnego. Zatozono, ze
dane techniczne obu pantogra-
fow sg jednakowe i przyjeto chwi-
lowo, ze analizowany pantograf o
numerze J znajduje sie w przesle
i. Przyjeto zgodnie ze stanem fak-
tycznym, ze pokazane na rysunku
2 przemieszczenia obu mas kaz-
dego pantografu, g,, (t) i g,, (1), s3
mierzone w stanie, gdy pantograf
jest uniesiony, tzn. wszystkie jego
wiezi odksztatcalne tacznie z wiezig
kontaktowa doznaty juz wstepnych
przemieszczert  spowodowanych
statymi sitami £ i F,. To oznacza, ze
fgczna sita F = F, + F bedaca sit
nacisku statycznego dziata bezpo-
Srednio na przewdd jezdny, zatem
reakcja wiezi kontaktowej wynosi
R, = F + P (), gdzie P (1) jest dy-
namicznym przyrostem sity naci-
sku stykowego, spowodowanym
wzglednym przemieszczeniem
koncéw wiezi  kontaktowej. Na
podstawie bilansu energii i rownan
Lagrange’a mozna tatwo wypro-
wadzi¢ réwnania drgan pantogra-
fu w bazie trzech wspotrzednych:
q,, (0, g, @iV (1), ktore sa kolejno:
przemieszczeniami pionowymi
mas m, i m, oraz przemieszczeniem
pionowym punktu styku naktadki
stykowej z przewodem jezdnym.
Rownania te zapiszemy w naste-
pujagcej postaci blokowo-macie-

(8)
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rzowej (13), gdzie q,

[9,, a,1.
e=1[1,0]",0=1[0,0]" oraz (14).
Blokowy zapis trzech réwnan w
postaci macierzowej (13) umozliwia
ich dekompozycje na dwa rownania

B,q,®)+C,q,t)+K,q,(t)=keV,(t)
(15)

—ke'q,(O+kV,()=P () (16)
z ktorych pierwsze opisuje drgania
pantografu sprzezone z drgania-
mi sieci jezdnej poprzez sktadnik
keV (t), a drugie stanowi formute
umozliwiajgca obliczenie sity inte-
rakcji dynamicznej miedzy panto-
grafem i siecig jezdna.

Sita interakcji jest réwnocze-
$nie  dynamicznym  przyrostem
sity nacisku stykowego, ktéry po
rozwinieciu formuty (16) moz-
Nna zapisa¢ w prostszej postaci:
P ()=kV ()-kq,, t).Jesli pantograf
znajduje sie w chwili t w przesle j, to
przemieszczenie V, () punktu styku
pantografu jest rowne dynamiczne-
mu ugieciu struny (przewodu jezdne-
go) w przekroju x, = x (). Biorac pod
uwage wzor (12) mamy zatem (17).

Aby uwzgledni¢ w jezyku mate-
matyki fakt, ze w chwili t pantograf
znajduje sie w konkretnym prze-

=" % ¢
J_Omz’J

V(@) =vlx, ().1]=

~ s, 01,
0 _{ 0, gdyx,
I’zop (t) = [(Kop)l

(K,,), =E{k}S/,

gi = [’gll(t) giII(t)l
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Sle i, wprowadzono nastepujace
definicje funkcji aproksymacyjnych,
sledzacych potozenie punktu styko-
wego (18).

Definicje (18) pozwalajg zapisac
tzw. przemieszczenie S$ledzace w
nastepujgcej postaci

V,(0=Y (8q,+fr,)

i=1

(19

Jesli  pantografy poruszajg = sie
wzdtuz przewodu jezdnego ze sta-
tg jednakowa predkoscig u, to po-
tozenie punktu styku pierwszego
pantografu, mierzone wzgledem
punktu poczatkowego analizowa-
nej sekcji sieci jezdnej, jest okreslo-
ne funkcjg x, = ut. Potozenie punktu
styku w przesle i wzgledem punktu
x. = 0 okresla funkcja x, = vt - L,
gdziel  =I+1+...+1, przy czym
w pierwszym przesle (i = 1) nalezy
przyjac L, = 0.W przypadku drugie-
go pantografu mamy x, =x -d.

Drgania ukfadu ztozonego z
dwodch pantograféw (odbierakdw)
o numerach J =1, Il s3 opisane dwo-
ma rownaniami (15), ktdre zapisze-
my facznie w nastepujacej postaci
macierzowej

B, +C,4, +K,q,=f,  (20)

o

gdzieq, = col(q, q,) i f = col(f,f) a
G

{ -¢ } {kl +k,
= , Kj =

-¢ ¢ +c, -k,
s; [x, (O]q,, (1) +£[x, ()]Ir, (1)

gdy O<x, <[

2

<Olubx, >I

K,), &,

op/n

(R,), =Y Bik JFT

Fi:[ﬁl(t) Ell(t)]’ E:{e
0

:

Hrzeglqd

i f (l‘)— fiT[xiJ(t)]’ gdy O<xiJ Sli
v 0, gdyx, <Olubx, >,

macierze ukfaduB_, C_, K_ sa blo-
kowo-diagonalne, np.B_ = diag(B, B).

Sity interakgji i obcigzenie
poduktadow

Po podstawieniu do prawej strony
rownan (15) wzoru (19) i po prze-
ksztatceniach wykorzystujacych ra-
chunek macierzowy otrzymuje sie
formute okreslajgcg wektor dyna-
micznych obcigzen pantograféw
£,()=K, (1)q, 21)
Wektor (21) wyraza oddziatywanie
drgajagcego przewodu jezdnego
na pantografy poprzez sprezy-
ne kontaktowa, zalezy bowiem
od wspotrzednych uogdlnionych
q,= collq,,....q,, rp), wynikajgcych
z aproksymacji drgan przewodu
jezdnego przyjetej wzorem (12).
Macierz definiujagca wektor (21) ob-
licza sie ze wzordw (22), gdzie (23).
oraz {kc} = diag(kc, kc), i jak poprzed-
nio:e=[1,0]",0=[0, O]".
Uwzgledniajac wzor (19) i struk-
ture wektora qa, mozna zapisac
W jawnej postaci faczne sity na-
cisku stykowego (16) — statycz-
ne i dynamiczne, jako (24), gdzie
F=F +F,.Sity R, (0), gdzie J=1,1l, sta-
nowig obcigzenie przewodu jezd-

_kl
k +k, 14)
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nego, z ktérego wynika pierwszy
sktadnik wektora obcigzen uogol-
nionych f,=F+f w réwnaniu
ruchu (11). Drugi skfadnik jest wyni-
kiem oddziatywan wieszakow tacza-
cych przewdd jezdny z ling nosna,
przy czym reakcja j-tego wieszaka
0 5ZtywnosCi k,,j , znajdujagcego sie w
przesle i, jest okreslona relacjg (25),
w ktorej uwzgledniono aproksyma-
cje stanu przemieszczenia systemu
nosnego sieci jezdnej, przyjetg wzo-
rami (8), i (12), oraz wprowadzono
oznaczenia: S, = s,.(xU), fU. = f,.(x/./.).

Po podstawieniu sit interakcji (24)
i (25) do wzoru (10), i obliczeniu
pracy obcigzenia na przemieszcze-
niach przewodu jezdnego

n li
L= Z I v,(x;, 1) p,i(x;,t)dx; = qIT,fp (26)
i=1 o
otrzymuje sie wektor obcigzen
uogodlnionych, ktéry mozna zapisac
wzorem ogdlnym (27), gdzie przy-
ktadowo:

E,()=col(SF,...S,F.>"" FF),

przy czym F=[F, +F, F +F]"

R,(t)=F+P,(t)=F+k|s}, .., S,

T T
Ry =k lw, (x;) —v, ()1 = k; (559, =84,

Podobnie wyznaczono wektor ob-
cigzen uogodlnionych f wystepuja-
cy w réwnaniu ruchu liny nosnej (7),
7 13 réznicy, ze lina nosna jest ob-
cigzona tylko reakcjami wieszakow
(rysunek 3). Ogdlng postac¢ wektora
okresla wzor

£.()=-K.q.(0+K_q, (1) (28)

Roéwnania ruchu ukfadu sie¢
jezdna - pantografy

Réwnania ruchu trzech analizo-
wanych poduktaddw: liny nosnej,
przewodu jezdnego i dwdch pan-
tograféw tworzg razem dynamicz-
ny model obliczeniowy gérnej sieci
jezdnej, wzdtuz ktoérej poruszajg sie
ze statg predkoscig pantografy. Po
uwzglednieniu wektoréw obcigzen
(21), (27) i (28) rownania ruchu (7),
(11) i (20) przyjmujg postac (29), z
ktorej jasno wynika, ze drgania po-
duktadéw s3 sprzezone. Sposdb
sprzezenia jest bardziej widoczny
po przeksztatceniu rownan (29)
w jedno rédwnanie macierzowe o
strukturze blokowej. Przeksztatcenie

~T

—fr)

gop

fo=f0+f 0=
Fn-K, (0q,0)+K, (0q,0)-K, q,0)+K, q.(0)

B.i.()+C.4.(0+K q.(n=-K_q.0)+K_g,®

B,q,0+C, q,()+K q,0)=
F0-K,0q,0+K, (0Og,0-K,q,0+K,q.0)

B, i, +C,4, +K,q, =K, ()q,)

B. 0 0)q. | |C. 0 0 }q
0 B, 0 (g |+[0 C, 0 |q,|+
0 0 B,l4] [0 0 C,]4q,
(K, +K,) -K,, 0 a.
-K,, (Kpp+12;~pp+f<pp) -K,, |q,|=
0 -K,, K, |4
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ZLI f;] qp - kceTq/

polega na wprowadzeniu tgcznego
wektora wspodtrzednych uogdlnio-
nych q = col(q,, qa, q,) i przenie-
sieniu na lewg strone rownan (29)
wszystkich  skfadnikéw  zaleznych
od wspodtrzednych uogdlnionych
oraz ich predkosci i przyspieszen. W
wyniku otrzymujemy réwnanie (30),
ktére sprowadza sie do powszech-
nie znanego uktadu liniowych row-
nan ruchu, ktére zapisane w notacji
macierzowej majg postac
Bg(t) +Cq(t)+K)q(r)=f (31)
Warto zauwazy¢, ze jest to uktad
rownan ruchu o zmiennych wspot-
czynnikach, przy czym dzieki za-
stosowaniu  wiezi  kontaktowej,
wspotczynniki zalezne od czasu s3
zgrupowane tylko w niektérych blo-
kach macierzy sztywnosci — ozna-
czonych w (30) nadpisana tylda.

Podsumowanie
Zaproponowany model oblicze-

niowy gornej sieci jezdnej wraz z
ruchomymi pantografami sprowa-
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dza sie do réwnan (31). Rozwiaza-
nie takich réwnar mozna otrzymac

przez bezposrednie catkowanie
numeryczne — na przyktad rekuren-
cyjna metoda B-Newmarka. Trud-
nos$¢ numeryczng stanowi jednak
pseudo-nieliniowos¢ réwnan (31),
niewidoczna w ich podstawowej
strukturze (30).

W istocie, wszystkie bloki macie-
rzy sztywnosci oznaczone nadpisa-
nym daszkiem sg zalezne od stanu
przemieszczenia, czyli od wspot-
rzednych uogdlnionych, poniewaz
wystepujgca w tych blokach sztyw-
nos¢ wieszakdw k/./.jest zerowa przy
$ciskaniu. Za sztywnos¢ k,,j kazdego
wieszaka nalezy zatem podstawic
zero, jesli wzgledne przemieszcze-
nie jego koncow (‘/,-,- - WU) jest ujem-
ne. W ten sposoéb algorytm catko-
wania réwnan staje sie algorytmem
rekurencyjno-iteracyjnym, gdyz w
kazdym kroku catkowania nalezy
sprawdza¢ wzgledne przemiesz-
czenie kazdego wieszaka i poprzez
procedure iteracyjng nalezy kory-
gowac bloki macierzy sztywnosci
zalezne od sztywnosci wieszakow.
Symulacja numeryczna drgan sieci
jezdnej i dynamicznych zmian sit
nacisku stykowego pantograféw
jest w tej sytuacji bardzo czaso-
chtonna.

Mimo tej niedogodnosci nalezy
zauwazyc, ze zaproponowany w ni-
niejszej pracy model obliczeniowy
umozliwia znaczne zmniejszenie
czasochtonnosci obliczert w poréw-
naniu ze standardowymi modela-
mi tworzonymi w komercyjnych
systemach MES. Prowadzi bowiem
do duzo mniejszej liczby réwnan
ruchu, a jak wiadomo, naktady obli-
czeniowe zwigzane z bezposrednia
symulacjg numeryczng drgan rosng
szybko ze wzrostem rozmiaru zada-
nia, ktérego miarg jest wiasnie licz-
ba réwnan ruchu.

Zaproponowany model oblicze-
niowy, dzieki zastosowaniu ciggtego
modelu ciegna nosnego i przewo-
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du jezdnego uwzglednia nie tylko
ciagty rozktad masy, ale takze szereg
innych specyficznych cech pracy
ciegna. Uwzglednia wptyw statycz-
nego zwisu zakrzywionego ciegna
nosnego na jego reakcje sprezyste,
przy réwnoczesnym doktadnym
odwzorowaniu statycznej krzywej
zwisu. Uwzglednia takze wptyw
poziomych sktadowych przemiesz-
czen ciegna i inercji masy ciegna
zwigzanej z tym ruchem a takze
poziome przesuniecia liny nosnej
w punktach podparcia. Wprowadza
w naturalny sposoéb, tzn. zgodnie z
mechanika ciegna, wstepny naciagg
liny nosnej i przewodu jezdnego.

Uzyskanie podobnej doktadnosci
modelowania przy uzyciu MES jest
bardzo trudne, wymaga bowiem
zastosowania wielu elementow
skoriczonych typu ,ciegnowego” a
dodac nalezy, ze w praktycznych
obliczeniach czesto s3 stosowane
uproszczone ,kratownicowe” ele-
menty pretowe, co w zasadzie unie-
mozliwia osiggniecie poréwnywal-
nej dokfadnosci modelowania.

Testy numeryczne przedstawio-
nego modelu obliczeniowego beda
przedmiotem kolejnej publikacji, w
tym weryfikacja modelu za pomoca
tzw. modelu odniesienia opisanego
w Zatgczniku A normy EN 50318 [2].

W dalszej przysztosci przewidy-
wana jest walidacja opracowanej
metody symulacji drgart goérnej sie-
ci jezdnej, na podstawie pomiardw
drgan systemu nosnego wybrane-
go odcinka napowietrznej, kolejo-
wej sieci trakcyjnej. <
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