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W Polsce kolejowe mosty zespolone są 
projektowane zgodnie z normami [13 
– 16] lub [6 - 7] oraz aktami prawnymi 
[23 - 24] , specyfi kacjami wymienio-
nymi m.in. przez prof. K. Towpika [26]. 
Mosty na liniach kolejowych dużych 
prędkości (KDP) muszą być zaprojek-
towane (nowe), lub zmodernizowane 
(istniejące) w celu zapewnienia bez-
pieczeństwa ruchu pociągów oraz 
komfortu pasażerów. Przeprowadzo-
ne badania literatury potwierdziły, że 
jeden z głównych czynników wpły-
wających na odpowiedź dynamiczną 
kolejowych konstrukcji inżynierskich 
to nieprawidłowości w nawierzch-
ni kolejowej - nierówności torów [8, 

27, 29], jak również nierównomierna 
sztywność podsypki ma wpływ na wy-
niki badań [1, 4, 5].

Modelowanie układu BTT

Układ BTT - most / nawierzchnia ko-
lejowa / pociąg szybkobieżny (Bridge 
/ Track structure / high-speed Train) 
składa się ze swobodnie podparte-
go przęsła mostu zespolonego, płyt 
przejściowych, toru bezstykowego 
dostosowanego do dużych prędkości 
eksploatacyjnych i szybkobieżnego 
pociągu pasażerskiego. Przyjęto płaski 
model liniowy geometrycznie i nieli-
niowy fi zycznie, składający się z podu-

kładów oddzielnie zamodelowanych. 
Rozpatruje się skończenie długi od-
kształcalny tor bezstykowy, obejmują-
cy strefy pozaprzejściowe, strefy przej-
ściowe i strefę mostową. Tor poza tymi 
strefami jest nieodkształcalny i prosto-
liniowy.
 Typoszereg mostów SCB (Symme-
tric Composite Bridge), szczegółowo 
opisany w pracy [21], został opraco-
wany przez zespół M. Podwórna i prof. 
M. Klasztorny, a następnie zweryfi ko-
wany przez prof. Cz. Machelskiego. Ty-
poszereg, uwzględniający wskazówki 
projektowe zawarte w pracy Karlikow-
ski, Madaj, Wołowicki [10], składa się 
z 5 obiektów (SCB-15, SCB-18, SCB-
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21, SCB-24, SCB-27) o kodach infor-
mujących o rozpiętości teoretycznej 
przęsła. Każdy z mostów ma w pełni 
symetryczny przekrój poprzeczny, 
przęsło jednotorowe, swobodnie pod-
parte o prostoliniowej poziomej osi 
toru nieobciążonego.
 Model pociągu odzwierciedla nie-
miecki pociąg szybkobieżny trzeciej 
generacji ICE-3 (Inter City Express) o 
maksymalnej prędkości eksploatacyj-
nej 300 km/h . Pociąg zbudowany jest 
przez Siemens Company, składa się z 
8 pojazdów [9]. Pojazd szynowy został 
zamodelowany jako płaski rozszerzony 
model Matsuury mający dwa dwuosio-
we wózki jezdne z liniowo lepkospręży-
stymi zawieszeniami pierwszego i dru-
giego stopnia. Do mas modelujących 
zestawy kołowe zostały zamocowane 
pionowe jednostronne sprężyny o 
sztywności kontaktowej Hertza – patrz 
Lei, Noda [11]. Pojedynczy pojazd jest 
układem dyskretnym o 10 stopniach 
swobody - patrz Podwórna, Klasztorny 
[22].
 Przyjęto, że płaszczyzna drgań pio-
nowych układu BTT pokrywa się z 
płaszczyzną symetrii podłużnej ukła-
du. Model fi zyczny układu most / tor 
jest symetryczny względem środka 
rozpiętości konstrukcji mostowej, 
z wyjątkiem nierówności toru, któ-

re są losowe – patrz rys. 1. Pionowe 
nierówności toru są opisane funkcją 
przestrzenną r(x), która jest stacjonar-
nym ergodycznym procesem Gaussa 
opisanym przez funkcję gęstości wid-
mowej mocy (PSD- Power Spectral 
Density) – patrz [22]: S

rr
 (Ω), przy czym 

Ω=2π/L
r
 [rad/m] jest częstością prze-

strzenną, natomiast L
r
 jest długością 

fali. 
 Funkcja S

rr
(Ω) opracowana przez 

Federal Railroad Administration (FRA), 
ma postać [8]

 !!"#$ % &' ()*

+(* ,()*-(* ...../
00*0
!12 3  (1)

gdzie: k i Ω
c
 są stałymi, a współczyn-

nik A [mm2rad/m] jest parametrem 
pionowych nierówności toru, w za-
leżności od 1 – 6 linii kolejowych. W 
niniejszej pracy uwzględniono tylko 
lepsze linie o stopniach: 4 (A=53.76), 5 
(A=20.95). Próby losowe profi li piono-
wych nierówności toru zostały wyge-
nerowane za pomocą metody Monte-
-Carlo, otrzymując formuły [11, 28]

 !"# $ %& '())!*+#,*
-.
+/0

 !"#$%& ' (%)*******+,,-.       (2)

Aby otrzymać równania równowagi, 
układ BTT podzielono na podukłady 
(patrz rys. 2), w celu obciążenia ich od-

powiednimi siłami interakcji. Przyjęto 
kody od terminów angielskich: 
• BS (Bridge Superstructure) – ze-

spolona konstrukcja nośna mo-
stu, która jest odwzorowana przez 
belkę odcinkowo pryzmatyczną, 
swobodnie podpartą, odkształ-
calną giętnie, symetryczną wzglę-
dem środka rozpiętości, z tłumie-
niem drgań konstrukcji nośnej 
opisanym modelem Rayleigha [3].

• LAS, RAS (Left / Right Approach 
Slab)– odpowiednio lewa i prawa 
płyta przejściowa, które są mode-
lowane jako lepkopsrężyste bel-
ki Eulera, podparte przegubowo 
odpowiednio na prawym / lewym 
końcu.

• LB i RB (Left / Right Ballast – bed) 
– lewa i prawa warstwa podsypki, 
modelowane przez dyskretne wię-
zy nieliniowe sprężysto-tłumiące 
pod każdym podkładem. Masa 
podsypki jest granulowana poza 
mostem i płytami przejściowymi. 
Zbiór mas jest obciążonych przez 
siły interakcji przenoszonych przez 
podsypkę i podłoże gruntowe.

• SL (Sleepers) – podkłady, od-
wzorowane przez masy skupio-
ne drgające pionowo, obciążone 
zbiorem sił interakcji przenoszo-
nych przez łączniki szyn z podkła-
dami oraz przez podsypkę,

• OR (Operating Rails) – szyny głów-
ne - lepkosprężyste belki Eulera.

• SR (Side Rails) – szyny boczne –jak 
OR.

• RV
i
,i=1,2,…,N

v
 (Railway Vehicle) 

– pociąg, który składa się z ośmiu 
(N

v
=8) pojazdów czteroosiowych, 

modelowanych za pomocą roz-
szerzonego modelu Matsuury 
opisanego powyżej. Przyjęto, że 
pociąg porusza się ze stałą pręd-
kością.

Wymienione belkowe podukłady, 
dyskretyzowane przy zastosowa-
niu elementów skończonych od-
kształcalnych giętnie (4DOF) o dłu-
gości równej rozstawie podkładów 
(d), są obciążone odpowiednimi 
podzbiorami pionowych sił interakcji, 
przenoszonych przez więzy sprężyste 
bądź lepkosprężyste, liniowe bądź 
nieliniowe fi zycznie. 

 

1. Losowe nierówności pionowe toru w stre& e 4D+L
o

 [22]
 

2. Płaski model & zyczny układu BTT (skala skażona)



9

p r z e g l ą d   k o m u n i k a c y j n y9 / 2017

Problemy dynamiki obiektów infrastruktury transportowej

 Stosując równania Lagrange’a i 
agregację, otrzymuje się macierzo-
we liniowe równania ruchu poszcze-
gólnych podukładów z nieliniowymi 
fi zycznie wektorami obciążeń uogól-
nionych zapisanymi w niejawnej po-
staci. Siły interakcji transformowane są 
na wektory obciążeń uogólnionych. 
Takie sformułowanie prowadzi do 
równań ruchu podukładów o stałych 
współczynnikach, co wielokrotnie 
skraca czas obliczeń numerycznych w 
porównaniu z modelem nieuwzględ-
niającym sztywności kontaktowej 
Hertza [18, 19].
 Drgania niestacjonarne układu BTT 
są opisane przez 8+N

v
 macierzowych 

równań ruchu, gdzie N
v
 jest liczbą 

ruchomych pojazdów szynowych. 
Sprzężenie tych równań jest ukryte 
w wektorach obciążeń uogólnionych 
wyrażonych przez siły interakcji.
Szczegółowy opis modelowania ma-
tematycznego i fi zycznego układu zo-
stał opisany w pracy M. Podwórna, M. 
Klasztorny [22].
 Otrzymane macierzowe równania 
ruchu podukładów należą do klasy 
równań różniczkowych zwyczajnych, 
liniowych, o stałych współczynnikach:

 !" #$% & '!( #$% & )!#$% * +,-#$%. $/ 
 

(3)
gdzie: 
B,C,K - macierze bezwładności, tłu-
mienia i sztywności danego podukła-
du inercyjnego, 
F[R(t),t] - wektor obciążeń uogólnio-
nych tego podukładu, ogólnie zależny 
od wektora sił interakcji R(t) i zmien-
nej czasowej . W chwili początkowej 
pociąg ma stałą prędkość poziomą v 
i znajduje się na lewym nieodkształ-
calnym, prostoliniowym odcinku toru. 
Układ BTT znajduje się w stanie rów-
nowagi i został opisany tak, że każde-
mu podukładowi odpowiadają zero-
we warunki początkowe 

 !"# $ %&  ' !"# $ % .  
       (4)

Ponadto F[R(0),0]=0, a więc z równa-
nia (3) w chwili początkowej otrzymu-
je się

 ! "#$ % & .                   (5)
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3. Wykres współczynników ugięcia dla typoszeregu mostów w zależności od prędkości
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4. Przebieg czasowy dynamicznego ugięcia belki w środku rozpiętości mostu SCB-15

v [km/h] φ
w

 (0.5L) dla TI4 φ
w

 (0.5L) dla TI5

SCB-15

v
11

180 4,9 4,2

v
21

270 3,7 3,2

v
max

300 2,5 2,2

SCB-18

v
11

149 2,6 2,3

v
21

225 1,9 1,4

v
max

300 2,3 2,1

SCB-21

v
11

135 1,6 1,6

v
21

203 2,3 2,3

v
max

300 2,5 2,5

SCB-24

v
11

123 2,1 2,1

v
21

185 2,4 2,4

v
max

300 2,7 2,7

SCB-27

v
11

114 1,5 1,5

v
21

171 2,0 2,0

v
max

300 2,8 2,8

Tab. 1. Wielkości wynikowe – dynamiczne współczynniki ugięcia
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Niejawne macierzowe równania ru-
chu (3) są całkowane numerycznie z 
warunkami początkowymi (4,5) za po-
mocą metody średniego przyspiesze-
nia Newmarka z parametrami β

N
=1/4, 

γ
N
=1/2, rozwiniętej do niejawnej po-

staci przedstawionej w pracy [18]. 
Należy zauważyć, że w przypadku 
jawnych równań, metoda ta jest bez-
warunkowo stabilna. [20]
 W pracy uwaga została skupiona na 
wielkości wynikowej - dynamicznym 
współczynniku ugięcia pionowego 
belki w środku rozpiętości mostu

 !"#$%&' (
)*+,- !".$/012'

)*+,!3".$/012'
,     (6)

gdzie:
w(0.5L,t) - przebiegi czasowe dyna-
micznego ugięcia belki w środku 
rozpiętości mostu, dla prędkości eks-
ploatacyjnych pociągu v=100-300 k 
km/h, dla toru TI4, TI5, nierówności 
toru odpowiadające stopniom linii 
kolejowych L

g
=4,5 (ustalone wartości 

współczynnika A zgodnie z American 
Railway Standard [8])
w

s
 (0.5L,t) - przebiegi czasowe quasi-

-statycznego ugięcia belki w środku 
rozpiętości mostu, dla prędkości eks-
ploatacyjnej pociągu v=30 km/h, dla 
toru gładkiego (NTI).

Analiza numeryczna

W pracy przeanalizowano wartości 
dynamicznych współczynników ugięć 
pionowych belek typoszeregu, w środ-
ku rozpiętości przęseł mostów dla 5 
obiektów. W tabeli 1 zestawiono wyniki 
dla typoszeregu SCB dla dwóch rodza-
jów nierówności toru odpowiadającym 
stopniom linii kolejowych L

g
=4,5. Na 

rys. 3 zilustrowano wyniki dla typosze-
regu SCB-15, SCB-18, SCB-21, SCB-24, 
SCB-27, dla L

g
=4,5 (TI4) dla przyjętych 

przewidywanych prędkości rezonanso-
wych – patrz [21]. Na rysunku 4 przed-
stawiono przykładowy przebieg cza-
sowy dynamicznego ugięcia belki w 
środku rozpiętości najkrótszego obiek-
tu z typoszeregu dla dwóch prędkości 
oraz dla dwóch nierówności toru.

Wnioski

Na podstawie powyższej analizy, 
sformułowano następujące główne 
wnioski.

• Dla wszystkich trzech analizo-
wanych prędkości, największe 
różnice współczynników φ

w
(0.5L) 

zarówno dla nierówności toru TI4, 
jak i TI5, występują w moście o roz-
piętości teoretycznej 15m.

• Największą wartość współczyn-
nika φ

w
(0.5L) zauważono w naj-

krótszym moście SCB-15 przy 
prędkości v

11
 =180 km/h dla toru 

o mniejszej równości (TI4).
• Porównując tor o nierówności 

mniejszej (TI5) - największa war-
tość współczynnika φ

w
(0.5L) jest 

również w moście SCB-15 przy 
prędkości v

11 
=180 km/h.

• Najmniejsza wartość współczyn-
nika φ

w
(0.5L) występuje w moście 

SCB-18 przy prędkości v
21 

=225 
km/h dla toru o większej równości 
(TI5).

• W mostach dłuższych nie zauwa-
ża się znacznej różnicy we współ-
czynnikach pionowego ugięcia 
środkowej części przęsła w zależ-
ności od nierówności szyn kolejo-
wych.

• W moście najkrótszym (SCB-15) 
jest wyraźna różnica współczynni-
ków pionowego ugięcia w środku 
rozpiętości mostu w zależności od 
rodzaju nierówności toru kolejo-
wego.

• Obiekt o najmniejszej rozpiętości 
(SCB-15) prezentuje się najmniej 
korzystnie na tle całego typosze-
regu z zakresem rozpiętości teo-
retycznej od 15m do 27m w po-
wyższej analizie oraz w badaniach 
przeprowadzanych w zakresie in-
nych kryteriów, np. komfortu pa-
sażerów – patrz [17].  
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