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Streszczenie: W pracy rozwazana jest konstrukcja sktadajaca sie z dwadch ptyt Kirchhoffa potaczonych warstwa wypetnienia sprezystego
Winklera. Uktad ptyt spoczywa na podtozu Winklera i obcigzony jest jednomasowym oscylatorem lepkosprezystym, poruszajagcym sie ze
statg predkoscig po gornej ptycie, rownolegle do jednego z bokdw. Analizowane sg drgania wymuszone i drgania swobodne ptyt oraz oscy-
latora. W przypadku tak ztozonego uktadu ruch ptyt jest opisany dwoma sprzezonymi réwnaniami rézniczkowymi lub jednym réwnaniem
rézniczkowym zawyzonego rzedu. Ponadto ze wzgledu na charakter ruchomego obcigzenia (obcigzenie inercyjne) rownania te majg zmien-
ne, zalezne od czasu wspotczynniki. Otrzymane rozwigzania zilustrowano przyktadami obliczeniowymi.

Stowa kluczowe: Drgania ptyty z wypetnieniem sprezystym; Podtoze Winklera; Ruchomy oscylator

Abstract: In the paper a structure consisting of two Kirchhoff plates connected by an elastic Winkler layer is considered. The structure rests
on the Winkler foundation and is subjected to a one-mass visco-elastic oscillator, moving at a constant speed on the upper plate, parallel
to one of the plate sides. Forced and free vibrations of the plates and the oscillator are analysed. In the case of such a complex system vi-
bration of the plates is described by two coupled differential equations, or one differential equation with elevated order. In addition, due
to the nature of the moving load (inertial load), these equations have variable, time-dependent coefficients. The solutions are illustrated by
numerical examples.

Keywords: Vibration of plate with elastic core; Winkler foundation, Moving oscillator

Konstrukcje warstwowe, a szczegol-
nie ptyty, maja szerokie zastosowa-
nie w budownictwie drogowym,
mostowym oraz lotniskowym. W

ptyty pofgczone warstwg wypet-
nienia sprezystego Winklera. Oma-
wiany uktad spoczywa na podtozu
Winklera. Konstrukcja obcigzona jest

jednomasowym oscylatorem lepko-
sprezystym poruszajgcym sie ze stafg
predkoscig po gornej ptycie, rowno-
legle do osi x, (rys. 1). W pracy prze-

literaturze istnieje wiele prac doty-
czacych zagadnien belek oraz ptyt
warstwowych. W sktad tych opra-
cowan wchodzg zaréwno mono-
grafie, prace przeglagdowe jak i ory-
ginalne rozprawy naukowe. Belki i
plyty warstwowe sg przedmiotem

} . . ) &4 my, D,
analizy miedzy innymi prac [1-10]. =
Analizowane w nich s3 zagadnienia y
obcigzen ruchomych, umiarkowanie =
= ¥y

duzych ugie¢, wptywy termiczne,

wptywy podtoza sprezystego, nieli-

niowos¢ fizyczna materiatu i inne.
Celem niniejszej pracy jest przed-

stawienie analizy dynamicznej pty- ‘
ty warstwowej, spoczywajgcej na b
podtozu odksztatcalnym pod ob- z, W, W,

v v

cigzeniem ruchomym oscylatorem

jednomasowym. Rozwazamy dwie 1. Schemat dynamiczny uktadu ptyty — podtoze sprezyste Winklera obcigzonego ruchomym oscylato-

rem jednomasowym
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analizowano drgania wymuszone
oraz drgania swobodne ukfadu ptyt
i oscylatora.

Réwnania ruchu oscylatora oraz
uktadu ptyt na podtozu Winklera

Rozwazamy mate drgania prosto-
katnej ptyty skifadajacej sie z trzech
warstw, spoczywajgcej na podtozu
Winklera o wspotczynniku sprezy-
stosci ¢ (rys. 1). Warstwe gérng i dol-
ng stanowig jednorodne, sprezyste,
cienkie ptyty Kirchhoffa o grubosci
h, oraz h, Rbwnomiernie roztozone
masy jednostkowe i sztywnosci tych
ptyt wynosza odpowiednio m, i D,
oraz m, i D,. Ptyty pofgczone sg ze
sobg wypetnieniem sprezystym Win-
klera o wspotczynniku sprezystosci k.
Wypetnienie przenosi tylko sciskanie
lub rozcigganie. Obcigzenie uktadu
stanowi ruchomy oscylator jedno-
masowy 0 masie M, poruszajacy sie
po powierzchni gérnej ptyty, réow-
nolegle do osi x, ze statg predkoscig
v. Ugiecie powierzchni s$rodkowej

Infrastruktura transportu sz

gornej ptyty opisuje wspotrzedna w,
powierzchni Srodkowej dolnej pty-
ty wspotrzedna w,, a ugiecie masy
oscylatora wspotrzedna w.

Ruch drgajacy uktadu ptyta war-
stwowa — oscylator jednomasowy, w
przypadku gdy oscylator porusza sie
po ptycie rownolegle do osix,, opisu-
ja réwnania rézniczkowe (1).

W powyzszych wzorach N(t) jest
naciskiem dynamicznym ruchome-
go oscylatora jednomasowego na
plyte.

Pochodna materialna w rowna-
niach (1), w przypadku statej predko-
$ci oscylatora, okreslona jest naste-
pujagcym wzorem:

dw, dw,
dr o1

ow,

Pierwsze z réwnan (1) jest rowna-
niem lepkosprezystego oscylatora
jednomasowego wzgledem potoze-
nia réwnowagi statycznej. Zwigzek
(2) wykorzystano w réwnaniu ruchu
oscylatora. Roézniczkowe réwnania
ruchu (1) rozwazanego uktadu trzy-
warstwowego sg rownaniami czast-
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kowymi czwartego rzedu ze wzgle-
du na zmienne geometryczne x i y
oraz drugiego ze wzgledu na czas t.
Réwnania te sg ze sobg sprzezone.

Rozwiazanie réwnan ruchu
plyt obcigzonych ruchomym
oscylatorem

Sprzezone rownania rozniczkowe ru-
chu goérnej i dolnej ptyty (1) mozna
sprowadzi¢ do dwodch niezaleznych
rownan z jedng niewiadomg w, lub
w,. Niewiadome ugiecia w, i w, po-
wigzane sg zaleznoscig wynikajaca z
trzeciego z rownan (1):

w, (x, v, t) = (1 + Ii)wz (x, v, t)+

m, 0%w, (x, y,1) 3

D
fv4w2(x,y,t)+ o (3)

Wykorzystujac (2) w pierwszym row-
naniu (1) oraz podstawiajac (3) do
dwadch pierwszych rownan (1) otrzy-
mujemy uktad dwdch réwnan opisu-
jacy ruch oscylatora oraz dolnej ptyty
W nastepujacej postaci (4).

Réwnanie opisujace drgania dol-
nej ptyty (4), jest rbwnaniem roznicz-
kowym ésmego rzedu i pozostaje
sprzegniete z rbwnaniem oscylatora
(4),, ktdre jest rzedu pigtego.

Rozwigzania uktadu réwnan (4)
poszukujemy metodg rozdzielenia
zmiennych Fouriera zaktadajac roz-
wigzanie w postaci podwdjnego sze-
regu:

oo

w2 X, y,t) :iz fom smamxsinﬂ”y (5)
gdzie:
f (-

mn

nieznana funkcja czasu.

Nastepnie stosujemy algorytm or-
togonalizacyjny do  rozwiagzania
rownan ruchu oscylatora i pltyty
uwzgledniajac tylko jeden wyraz po-
dwdjnego szeregu m = n = 1. Row-
nania ruchu oscylatora i gornej ptyty
w postaci bezwymiarowej zapisuje-
my w sposéb (6):

gdzie:
§=vft,n:% — wspotrzedne bezwy-
¢ miarowe,

g -
— ugiecie statyczne oscylatora,
0

st
w o=
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o 4Mg

D, .
1k 248 +{D][1+§j+02}/;‘1 +2c}

wy = 5
ab{

— ugiecie statyczne Srodka dolnej
plyty, wywotane ciezarem oscylato-
ra,
g,,(€) — bezwymiarowe ugiecie dol-
nej ptyty,
g,(§) — bezwymiarowe przemiesz-
czenie pionowe masy M oscylatora,
5

! a b)) -
Otrzymany bezwymiarowy ukfad
rownan ruchu oscylatora i dolnej
ptyty jest uktadem rézniczkowych
rownan zwyczajnych czwartego rze-
du o zmiennych wspodtczynnikach
z niewiadomymi funkcjami g, (&) i
g,,(€). Rozwigzanie tego ukfadu oraz
wyniki graficzne mozna otrzymac w
prosty sposob, np. korzystajac z pro-
gramu MATHEMATICA. Wyznaczona
funkdja g,,(€) jest funkcjg ugiecia pty-
ty stanowigcej dolng warstwe ukfa-
du trzywarstwowego. W celu uzy-
skania wykreséw ugie¢ goérnej ptyty
nalezy po wyznaczeniu funkdji g,,(€)
powrdci¢ do wspotrzednej w, (xyt),
a nastepnie korzystajac ze wzoru (3)
obliczy¢ funkcje w, (xyt). Ugiecie
goérnej warstwy plyty w, (xy,f) mozna
rowniez przedstawi¢ w formie bez-
wymiarowej, wprowadzajac wspot-
rzedne bezwymiarowe ¢ oraz g,,(€),
przy czym funkcje g,,(§) nalezy od-
nies¢ do ugiecia statycznego dolnej
plyty, wywotanego sitg M, przytozo-
na do gornej warstwy uktadu.

Rozwigzanie ukfadu trzech réw-
nan ruchu sprowadzito sie zatem do
rozwigzania uktadu dwodch réwnan
rozniczkowych ésmego rzedu ze
wzgledu na zmienne geometryczne
X i y oraz czwartego ze wzgledu na
czas t. Wyznaczenie ugie¢ obu ptyt
oraz przemieszczenia pionowego
masy oscylatora mozliwe jest réw-
niez poprzez rozwigzanie uktadu
trzech czastkowych réwnan roznicz-
kowych czwartego rzedu ze wzgle-
du na zmienne x i y oraz drugiego
rzedu ze wzgledu na czas t. Réwna-
Nia te sg ze sobg sprzezone.

Omadwione powyzej rozwigzania
obowiazuja wtedy, gdy ruchomy
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oscylator znajduje sie na ptycie tzn.w
przypadku, gdy wspotrzedna bezwy-
miarowa & zawiera sie w przedziale
O0<é< .

Po zjechaniu oscylatora z kon-
strukcji, przy £ > 1 ptyta wykonuje
drgania swobodne. Drgania swo-
bodne srodka dolnej ptyty opisuje
wyrazenie:

g @)=

1
= (K, cosoVr+
st st
2 2

+L, sin a)l(})t +K, cos w1(12)t +L, sin a)l(lz)t)

()

Wréwnaniu (7) w,, Vi w, @ sg czesto-

$ciami drgant wiasnych dolnej ptyty:
o) _ |[A=VA*—4B

1m - f’

Pl = |A+VAT-4B

mo 2

8)

gdzie:

A= k {i(D]m2+D2m1) A +m1[1+%j+mz}

mm, | k
¢ 4
D, 1+; +D, |y, +c

Rozwazana ptyta jest zatem ukfa-
dem dwumodalnym. Z réwnan (8)
wynika, ze drgania wifasne istnieja,
gdy spetniony jest warunek A? > 4B.
W przypadku A? = 4B otrzymujemy
dodatkowe pasmo drgan wiasnych
0 Czestosci

DD, . k

B= +

m,m, mm,

A
o) =

©)

2

W rozwazanym zadaniu mozna tak
dobrac¢ parametry materiatowe ptyt,
zeby ptyta goérna nie miata ugie¢. W
takim przypadku ptyta dolna jest ab-
sorberem mechanicznym drgan wy-
muszonych.

Przyktad obliczeniowy

Poniewaz rozwazany ukfad réwnan
ruchu (6) jest uktadem rownan roz-
niczkowych, liniowym, czwartego
rzedu, o zmiennych wspotczynni-
kach, zostat rozwigzany numerycznie
przy pomocy programu Mathemati-
ca. Do obliczer przyjeto nastepujace
dane liczbowe:

wymiary ptyt w planie a x b =

5,00m x 7,00m,

grubosc¢ gornej ptyty h, = 0,18m,

modut sprezystosci gornej ptyty

E, = 38600 MPa,

masa przypadajaca na jednostke

powierzchni goérnej ptyty m, =

4500kg/m?,

wspotczynnik  Poissona  gornej

plyty v, =0,167,

grubos¢ dolnej ptyty h, = 0,20m,

modut sprezystosci dolnej ptyty

E,= 23100 MPa,

masa jednostkowa dolnej ptyty

m, = 4000kg/m?,

wspotczynnik  Poissona  dolnej

plyty v,=0,167,

wspotczynnik sprezystosci pod-

toza Winklera ¢ = 11T0MN/m?,

masa resorowana oscylatora M =

11/2019



11723kg,

wspotczynnik ttumienia oscyla-
tora n, = 40kNs/m,

wspotczynnik sprezystosci oscy-
latora k, = 2000kN/m,
wspotczynnik  sprezystosci wy-
petnienia Winklera k = 11T00MN/
m?.

Wyniki  zilustrowano  wykresami
przedstawionymi na rysunkach 2-8.
Na rysunkach 2-4 pokazano ugiecia
gornej i dolnej ptyty we wspotrzed-
nych bezwymiarowych przy pred-
kosci oscylatora v = 50km/h, v =
100km/h i v =150km/h.Rysunki5i6
ilustrujg odpowiednio wptyw pred-
kosci i wspdtczynnika sprezystosci
podfoza oscylatora na jego na prze-
mieszczenie pionowe masy M. Nato-
miast na rysunkach 7 i 8 pokazano
wptyw wspotczynnika sprezystosci
podfoza ¢ na ugiecie srodka gornej i
dolnej ptyty.

Whnioski

Otrzymany uktad dwoch bezwymia-
rowych réwnan ruchu (6) jest ukfa-
dem zwyczajnych, liniowych réwnan
rozniczkowych czwartego rzedu o
zmiennych wspoétczynnikach. Jako
rozwigzanie otrzymujemy bezwy-
miarowe wyrazenia gO(E) i g,,(&)
opisujgce odpowiednio przemiesz-
czenie pionowe oscylatora i ugiecie
dolnej ptyty. Majac rozwigzanie row-
nan (6) mozna wyznaczy¢ ugiecie
gornej ptyty korzystajac z zaleznosci
(3). Przedstawione w pracy wyniki
mozna otrzymac rowniez rozwigzu-
jac uktad trzech rownan rézniczko-
wych czwartego rzedu, sprzezonych
ze soba.

Analizowany ukfad ptyt jest ukfa-
dem dwumodalnym. Istnieje mozli-
wos¢ takiego dobrania parametrow
mechanicznych  konstrukcji, aby
ugiecia gérnej ptyty, po ktorej poru-
sza sie obcigzenie byty zerowe. Takie
przypadki, stanowigce mechanicz-
ne ttumiki drgan, byty przedmiotem
opracowan miedzy innymi Onisz-
czuka [5]. €
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2. Ugiecie srodka plyty warstwowej obcigzonej oscylatorem poruszajgcym sie z predkoscig 50 km/h,
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3. Ugiecie Srodka ptyty warstwowej obciqzonej oscylatorem poruszajqcym sie z predkosciq 100 km/h,

=029

;25
0.5
B 73

0 < {< 1—drganiawymuszone, &> 1 —drgania swobodne

AWANE:
0.25 0.5 ©.798 f1 V5 1\\57 .

7

1 T

/
i dolna plyta
/

N/ gbrna plyta

W/ Wt

4. Ugiecie srodka plyty warstwowej obcigzonej oscylatorem poruszajqcym sie z predkosciq 150 km/h,
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5. Wptyw predkosci oscylatora na jego przemieszczenie pionowe
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6. Wptyw wspdiczynnika sprezystosci podfoza c na przemieszczenie pionowe masy M oscylatora
poruszajqcego sie z predkosciq v = 100 km/h, przy statej wartosci wspdtczynnika sprezystosci
wypetnienia k = 1100MN/m?
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7. Wptyw wspdiczynnika sprezystosci podioza ¢ na ugiecie srodka gornej plyty, predkosc v =150 km/h,
wspotczynnik sprezystosci wypetnienia k = 1100MN/m?
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8. Wptyw wspdiczynnika sprezystosci podfoza c na ugiecie Srodka dolnej ptyty, predkos¢ v = 150 km/h,

wspditczynnik sprezystosci wypetnienia k = 1
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