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Streszczenie: W pracy przeanalizowano cztery przyktadowe ptaskie i przestrzenne uktady materialne, w ktérych nagle usunieto cze$¢ wie-
zOw. Analizowano prostg strukture sktadajgca sie z dwaoch lin i punktu materialnego, strukture przestrzenng ztozong z trzech niewazkich lin i
punktu materialnego, belke podwieszong na dwdéch linach oraz tarcze kotowa réwniez podwieszong na dwoch linach. We wszystkich przy-
padkach nagle przecieto jedna z lin. Rozwigzania uzyskano metoda analityczna, wykorzystujac wiasnosci chwilowego srodka przyspieszen.
Uzyskane wyniki zilustrowano wykresami przyspieszen, przyspieszen katowych i sit dziatajacych w rozwazanych uktadach.

Stowa kluczowe: Struktury przegubowe; Zmiana wiezéw; Chwilowy srodek przyspieszenia

Abstract: In the paper four examples of two-dimensional and three-dimensional material systems, in which some of constraints were
suddenly removed, are analyzed. A simple structure consisting of two ropes and a particle, a spatial structure consisting of three weightless
ropes and a particle, and a beam suspended on two ropes and a circular shield, also suspended on two ropes, were analyzed.. In all cases one
of the ropes was suddenly cut. Solutions were obtained by the analytical method, using the properties of the instantaneous center of acce-
leration. The obtained results are illustrated by diagrams of accelerations, angular accelerations and forces acting in the considered systems.
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Nagta zmiana wiezdéw w konstruk-
cjach budowlanych czesto prowadzi
do stanéw awaryjnych i katastro-
falnych obiektow inzynierskich [3].
Przedmiotem rozwazan w niniejszej
pracy sg ptaskie i przestrzenne ukia-
dy materialne. Rozwigzano cztery
przyktadowe struktury, w ktérych na-
gle usunieto czesc¢ wiezdw. W chwili
poczatkowej t = 0%, tuz po zmianie
wiezbw, Wwyznaczono przyspiesze-
nia, a takze uktad wszystkich reakgji
zewnetrznych oraz sit wewnetrznych
w nierozciggliwych linach. Zadania
rozwigzano metodga analityczng ko-
rzystajac z wiasnosci chwilowego
srodka przyspieszen [10-15]. Nalezy
podkresli¢, ze w chwili t = 0 w ukfa-
dzie nie wystepujg jeszcze Zzadne
predkosci i predkosci katowe, nato-
miast s juz przyspieszenia oraz sity
zewnetrzne i wewnetrzne w ostabio-
nym uktadzie materialnym. W takich
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przypadkach chwilowy srodek obro-
tu (predkosci) pokrywa sie z chwilo-
wym $rodkiem przyspieszenia.

Nagta zmiana wiezéw punktu
materialnego podwieszonego
na dwéch oraz na trzech linach

Rozwazmy pfaska strukture pokaza-
na na rysunku 1, z punktem mate-
rialnym C o ciezarze Q. Poczatkowo
(przed usunieciem wiezdw) sity w
obu linach s3 jednakowe. Wyznacza-
my je z rownowagi statycznej wezta
C mamy réwnanie, z ktérego wyzna-
czymy statyczne sity wewnetrzne
jednakowe w obu pretach:

0

cosa=Q = S, =— (1)

2S stat N
) 2cosa

Tuz po przecieciu linki AC w ukfadzie
nie ma jeszcze predkosci, natomiast
jest juz przyspieszenie g punktu ma-

terialnego o ciezarze Q. Zgodnie z
oznaczeniami na rysunku 2, z row-
nan kinetostatyki wezta C znajduje-
my site Seyn W NiE przecigtym precie:

ZE, =0 = S, cosa+gacos(§—aj=Q
) ’ 8

o
Sstat

Q Q

1. Schemat statyczny ptaskiej struktury przed
przecieciem linki AC
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2. Schemat dynamiczny ptaskiej struktury po przecieciu linki AC
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3. Wykres wspotczynnika dynamicznego czyli funkgjin = n(a), w zaleznosci od kqta a € <0,71/2>

Przyspieszenie a wyznaczymy, wy-

korzystujac réwnanie kinetostatyki ZMB:O - leina—galzo
sumy momentéw  wszystkich sit g
wzgledem punktu B (rys. 2) pozio- — a=gsina.
mego stropu w chwili t= 0%

3)

= Q = ———
3cosy 3cosy’

mg

Z Fz =0 - 3Xslat cosy = Q - stat

2
H>=d*- gaﬁ -1 3a® —4b°, cosy=£=£\/3a2—4b2,
3772 3 a 3a (5)
1 ax/g
Xslat=_mg—'
3 3 -4°

ZFzZO - ZnynCOSVerPCOS(%—ﬂj:mg - 2Y,, cosy+mpsin f=mg,
6)
3a’ —4b’

b3 , h=+3a*—4b*, cos}/=£=—.
a3

h 3a b a

bg\/g
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ZMAC=O - mg§2b§=mph - p=
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Q=mg

372
H = hl3a? = 4b?
cosy = §= 3a2a = 40°
SF;=0

3Xs1atCOSY = mg

mg
Xstat = 3cosy

Xstat = +m _aB
Stat 3 gm

4. Przestrzenna struktura pretowa przed przecieciem linki BS

Stosunek sity dynamicznej w lince BC
do sity statycznej w tej lince znajdu-
jemy w nastepujacy sposob:

n=h=2(cosa)z.

stat

)

Wykres funkcji n = n(a), przy a €
<0,71/2> pokazano na rysunku 3.

Rozpatrzymy teraz strukture prze-
strzenng ztozong z trzech linek, za-
mocowanych przegubowo w sztyw-
nym poziomym stropie w punktach
A, BiC, azbiegajacych sie do punktu
S, w ktérym podwieszono punkt ma-
terialny o masie m. Liny maja jedna-
kowg dtugosc¢ a, zas punkty A, Bi C
sg wierzchotkami trojkata réwno-
bocznego o zadanej dtugosci boku
rownej 2b, jak na rysunku 4. Ukfad
pozostaje w réwnowadze w polu
grawitacyjnym ziemskim. W pewnej
chwili przecieto raptownie linke SB.
Wyznaczymy stosunek sity dyna-
micznej do sity statycznej w kazdej
nieprzecietej lice.

Zgodnie z oznaczeniami na ry-
sunku 4, w przypadku statycznym, z
uwagi na symetrie ukfadu wzgledem
osi pionowej, przechodzacej przez
punkt S, sity od obcigzenia statycz-
nego w trzech linach s3 jednakowe
i mozemy je wyznaczy¢ z rownania
rownowagi (5) wycietego wezta S:

Po raptownym przecieciu linki BS,
zgodnie z oznaczeniami na rysunku
5, uktad sit w weZle S ulega zmianie.
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Brak jest jeszcze predkosci w ukia-
dzie, natomiast wystepuje juz przy-
spieszenie punktu materialnego o
masie m, ktore bedziemy oznaczac
literka p. Pozorna sita bezwfadnosci
d’Alemberta B = m p jest prostopa-
dta do wysokosci h tréjkata ACS. W
weZle S wystepujg teraz cztery sity:
dwie sity Vi W pozostatych dwadch
linach, sita bezwtadnosci B oraz cie-
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zar punktu materialnego Q = m g.
Suma rzutdéw miar sit na pionowg 0$
symetrii prowadzi do nastepujacego
rownania rownowagi kinetostatycz-
nej (rbwnanie 6):

Brakujagce we wzorach (5) i (6)
przyspieszenie p wyznaczymy z row-
nania kinetostatyki sumy momen-
tow wzgledem osi AC prostopadtej
do wysokosci h i do wektora sity bez-

£x=a,, H=Xctga- 1 ctgo, H=5ctg0t=)~c&, tga=&,
: a, a,
. a/lctge . (1m)
H=H - X=————, EX=a, — lectgp=a ctgp—a,.
a, ctgp—a, : -

4= g cos@ _2g(2+cos2¢)
Y 4cospctgp+sing Y 54+3cos2¢

_ 6gcos’p _2mgcosg

1(5+3cos2¢)’ 5+3cos2¢’ (12)
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a.=4/la ) +la. ), a, =——.
C ( x) ( \) A COS¢

S C IS (R N LY

TS TS TV (13)

z F =0 - Nsing—ma, =0,
z F),=O - Ncosq0+ma)_—mg=0,
> My=0 - Ne-J e=0,

gdzie:

e=(§ctg¢+R§Jsin(p=§(cos¢+x/§sin¢), J,=—mR".

£x=a,, Hzictg(p—g (ctg¢+x/§), H=

R (ctg (p+x/§)a).

- -a, a,
xtga=x—, tga=—,
a a,

y

(15)

H=H—> x= 2(ayctg¢)—ax) , EX=a,— sR(ctg(o+\/§)=2(ayctg(0—ax).
2g cos @ 2gcos’ @

a}c: > avzg_ . >

cos(0(2x/§+3ctg(p)+55in¢ ’ 4—C0$2(p+\/§sm2¢)
€=2gcos¢(cosq)+\/§sinq)) _ 2mg cos@ (16)

a(4—cos2¢+\/§sin2go) 4—cos2(p+\/§sin2¢
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wiadnosci B. Mamy zatem réwnanie
(7). Wstawiajac teraz p, cosy, sinf3 do
rownania rownowagi kineto-stycz-
nej (6)2 otrzymamy jedno rownanie
z niewiadomg sitg ¥, , wystepujaca
w kazdej z pozostatych dwdch linek,
a zatem:

\3a® —4b* b’g
2Y +m =mg,
a3 3(a-pt) ¢
ax/§ 3a® —4b* (8)

tan =1 3o - 2(a” -b7)

lloraz sity dynamicznej Vi do sity
statycznej X w lince jest nastepu-
jacy:

Yy 3a°—4b°
Xy 2(a-0?)

n= ©)

W szczegolnym przypadku, jesli a =
2b, odpowiedz (9) dajen=4/3 .

Belka podwieszona na linach

Niech pozioma belka AB o masie
m i dhugosci 2/ wisi na dwodch nie-
rozciggliwych linkach, zbiegajacych
sie w punkcie O. W pewnej chwili
przecieto nagle linke DB. Zadaniem
naszym bedzie wyznaczenie sktado-
wych przyspieszenia srodka belki a,
i a, przyspieszenia katowego belki
€ oraz sity dynamicznej N w drugiej,
nieprzecietej lince FA, w chwili tuz
po przecieciu linki DB. Tak sformuto-
wane zadanie znajduje sie w zbiorze
zadan Mieszczerskiego [4], powtd-
rzone w zbiorze Antoniuka i Kie-
drzynskiego [1]. Pewne rozwigzanie
tego zadania podano w pozycjach [5,
7,10]. Zagadnienia zwigzane z dyna-
mikg omawianych uktadéw znalez¢
mozna roéwniez w publikacjach [2, 6,
8, 9]. Metoda rozwigzania podana w
[7] sprowadza sie do utozenia trzech
rownan rownowagi kinetostatycznej
i dwoch rownan geometrycznych
na wspodtrzedne srodka belki, kto-
re wyrazone przez dwa katy obrotu
linki FA - ¢ i kat obrotu belki dooko-
ta punktu A oznaczony ¢. W efekcie
po dwukrotnym zrézniczkowaniu i
wyrugowaniu kata i, otrzymuje sie
rownanie wiezéw, ktére z trzema
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6. Schemat dynamiczny rozwazanej belki sztywnej
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7. Bezwymiarowe wykresy a,, a,eiNw funkcji kgta ¢ w belce sztywnej
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podstawowymi réwnaniami ruchu
prowadzi do rozwigzania zadania.

Tutaj postapimy nieco inaczej, bar-
dziej ogdlnie, wykorzystujac wiasno-
sci chwilowego srodka przyspieszen,
ktory w pierwszej chwili po zerwaniu
pierwszej linki pokrywa sie z chwilo-
wym $srodkiem obrotu (predkosci).
Poza tym rozwigzanie nasze bedzie
wazne przy dowolnej wartosci kata
€ <0,1/2> , w ktérym bedzie zawarty
kat ¢. Zgodnie z oznaczeniami poka-
zanymi na rysunku 6, trzy réwnania
kinetostatyki w przyjetym uktadzie
wspotrzednych przy wprowadzeniu
zmiennego kata ¢ zapisujemy w na-
stepujacy sposob:

> F.=0 —  Nsing-ma,=0,
Z F,=0 - Ncosgp+ma,-mg =0,
> M.=0 — Ne-J.e=0,

(10)
gdzie:
e=/lcos,J =1/3mF

W pierwszych trzech rownaniach
(10) wystepuja cztery niewiadome
a,a,e i N. Brakujgce rownanie wie-
76w wyznaczymy z lematu Eulera
wykorzystujac wtasnosci chwilowe-
go srodka przyspieszenia S = Q, bo-
wiem w chwili tuz po przecieciu lin-
ki DB chwilowe predkosci belki i jej
chwilowa predkosc¢ katowa sg rowne
zeru. Zgodnie z oznaczeniami na ry-
sunku 1 mamy zatem réwnanie (11).

Rozwigzujac uktad czterech réw-
nan, w sktad ktorych wchodzg réw-
nania kinetostatyki (10) i rownanie
wiezdw opisane ostatnim ze wzorow
(11), otrzymujemy odpowiedzi (12).

Na rysunku 7 pokazano w sposob
graficzny odpowiedzi (12).

W przypadku ¢ = /6 = 30° odpo-
wiedzi (12) redukuja sie do rownan
(13).

Tarcza kotowa podwieszona
na linach

Ostatnim zadaniem jest kotowa tar-

cza sztywna O masie catkowite] m
i promieniu R, rowniez zawieszona
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5=Q/

8. Schemat dynamiczny tarczy kotowej z uktadem przyspieszen i sit w chwili tuz po przecieciu linki O, B

na dwoch nierozciggliwych linkach,
zbieznych w przegubie O, i tworza-
cych z pionowa osig symetrii katy .
Odcinek A B niechaj bedzie réwny
R. W pewnym momencie przecieto
raptownie linke O, B i ukfad stat sie
mechanizmem. Zgodnie z oznacze-
niamina rysunku 8 mamy wyznaczyc
cztery wielkosci trzy kinematyczne i
jedng dynamiczng a, a,eiN.

Zadanie rozwigzujemy bardzo
podobnie jak trzy poprzednie. Trzy
rownania ruchu kinetostatyki zapisu-
jemy standardowym sposobem: (14)

Brakujgce réwnanie wiezow wy-
znaczamy z lematu Eulera, wykorzy-
stujac wiasnosci chwilowego srodka
przyspieszenia, ktéry w chwili tuz po
przecieciu linki pokrywa sie z chwi-
lowym $rodkiem obrotu, bowiem
wszystkie predkosci w takiej chwili sg
rowne zeru. Zgodnie z oznaczeniami
na rysunku 8 mozemy zapisac zwigz-
ki: (15).

Rozwigzujac ukfad czterech réw-
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nan: (14) i (15) otrzymujemy odpo-
wiedzi (16.)

W szczegolnym przypadku ¢ =1/6
= 30° odpowiedzi (16) redukuja sie
do (17) «
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