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Nagła zmiana więzów w konstruk-

cjach budowlanych często prowadzi 

do stanów awaryjnych i katastro-

falnych obiektów inżynierskich [3]. 

Przedmiotem rozważań w niniejszej 

pracy są płaskie i przestrzenne ukła-

dy materialne. Rozwiązano cztery 

przykładowe struktury, w których na-

gle usunięto część więzów. W chwili 

początkowej t  = 0+, tuż po zmianie 

więzów, wyznaczono przyspiesze-

nia, a także układ wszystkich reakcji 

zewnętrznych oraz sił wewnętrznych 

w nierozciągliwych linach. Zadania 

rozwiązano metodą analityczną ko-

rzystając z własności chwilowego 

środka przyspieszeń [10-15]. Należy 

podkreślić, że w chwili t = 0+ w ukła-

dzie nie występują jeszcze żadne 

prędkości i prędkości kątowe, nato-

miast są już przyspieszenia oraz siły 

zewnętrzne i wewnętrzne w osłabio-

nym układzie materialnym. W takich 

przypadkach chwilowy środek obro-

tu (prędkości) pokrywa się z chwilo-

wym środkiem przyspieszenia. 

Nagła zmiana więzów punktu 

materialnego podwieszonego 

na dwóch oraz na trzech linach

Rozważmy płaską strukturę pokaza-

ną na rysunku 1, z punktem mate-

rialnym C o ciężarze Q. Początkowo 

(przed usunięciem więzów) siły w 

obu linach są jednakowe. Wyznacza-

my je z równowagi statycznej węzła 

C mamy równanie, z którego wyzna-

czymy statyczne siły wewnętrzne 

jednakowe w obu prętach:

.
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Tuż po przecięciu linki AC w układzie 

nie ma jeszcze prędkości, natomiast 

jest już przyspieszenie a punktu ma-

terialnego o ciężarze Q. Zgodnie z 

oznaczeniami na rysunku 2, z rów-

nań kinetostatyki węzła C znajduje-
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Streszczenie: W pracy przeanalizowano cztery przykładowe płaskie i przestrzenne układy materialne, w których nagle usunięto część wię-

zów. Analizowano prostą strukturę składającą się z dwóch lin i punktu materialnego, strukturę przestrzenną złożoną z trzech nieważkich lin i 

punktu materialnego, belkę podwieszoną na dwóch linach oraz tarczę kołową również podwieszoną na dwóch linach. We wszystkich przy-

padkach nagle przecięto jedną z lin. Rozwiązania uzyskano metodą analityczną, wykorzystując własności chwilowego środka przyspieszeń. 

Uzyskane wyniki zilustrowano wykresami przyspieszeń, przyspieszeń kątowych i sił działających w rozważanych układach.

Słowa kluczowe: Struktury przegubowe; Zmiana więzów; Chwilowy środek przyspieszenia

Abstract: In the paper four examples of two-dimensional and three-dimensional material systems, in which some of constraints were 

suddenly removed, are analyzed. A simple structure consisting of two ropes and a particle, a spatial structure consisting of three weightless 

ropes and a particle, and a beam suspended on two ropes and a circular shield, also suspended on two ropes, were analyzed.. In all cases one 

of the ropes was suddenly cut. Solutions were obtained by the analytical method, using the properties of the instantaneous center of acce-

leration. The obtained results are illustrated by diagrams of accelerations, angular accelerations and forces acting in the considered systems.
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1. Schemat statyczny płaskiej struktury przed 

przecięciem linki AC
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Przyspieszenie a wyznaczymy, wy-

korzystując równanie kinetostatyki 

sumy momentów  wszystkich sił 

względem punktu B (rys. 2) pozio-

mego stropu w chwili t = 0+:

B 0 sin 0
Q

M Ql al
g

α= → − = 

sin .a g α→ =               (3)

Stosunek siły dynamicznej w lince BC 

do siły statycznej w tej lince znajdu-

jemy w następujący sposób:

( )
2dyn

stat

2 cos .
S

n
S

α= =   (4)

Wykres funkcji n = n(α), przy α є 

<0,π/2> pokazano na rysunku 3.

 Rozpatrzymy teraz strukturę prze-

strzenną złożoną z trzech linek, za-

mocowanych przegubowo w sztyw-

nym poziomym stropie w punktach 

A, B i C, a zbiegających się do punktu 

S, w którym podwieszono punkt ma-

terialny o masie m. Liny mają jedna-

kową długość a, zaś punkty A, B i C 

są wierzchołkami trójkąta równo-

bocznego o zadanej długości boku 

równej 2b, jak na rysunku 4. Układ 

pozostaje w równowadze w polu 

grawitacyjnym ziemskim. W pewnej 

chwili przecięto raptownie linkę SB. 

Wyznaczymy stosunek siły dyna-

micznej do siły statycznej w każdej 

nieprzeciętej lice.

 Zgodnie z oznaczeniami na ry-

sunku 4, w przypadku statycznym, z 

uwagi na symetrię układu względem 

osi pionowej, przechodzącej przez 

punkt S, siły od obciążenia statycz-

nego w trzech linach są jednakowe 

i możemy je wyznaczyć z równania 

równowagi (5) wyciętego węzła S:

 Po raptownym przecięciu linki BS, 

zgodnie z oznaczeniami na rysunku 

5, układ sił w węźle S ulega zmianie. 
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2. Schemat dynamiczny płaskiej struktury po przecięciu linki AC 

 
3. Wykres współczynnika dynamicznego czyli funkcji n = n(α) , w zależności od kąta  α є <0,π/2>

 
4. Przestrzenna struktura prętowa przed przecięciem linki BS
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Brak jest jeszcze prędkości w ukła-

dzie, natomiast występuje już przy-

spieszenie punktu  materialnego o 

masie m, które będziemy oznaczać 

literką p. Pozorna siła bezwładności 

d’Alemberta B = m p jest prostopa-

dła do wysokości h trójkąta ACS. W 

węźle S występują teraz cztery siły: 

dwie siły Y
dyn

 w pozostałych dwóch 

linach, siła bezwładności B oraz cię-

żar punktu materialnego Q = m g. 

Suma rzutów miar sił na pionową oś 

symetrii prowadzi do następującego 

równania równowagi kinetostatycz-

nej (równanie 6):

 Brakujące we wzorach (5) i (6) 

przyspieszenie p wyznaczymy z rów-

nania kinetostatyki sumy momen-

tów względem osi AC prostopadłej 

do wysokości h i do wektora siły bez-

władności B. Mamy zatem równanie 

(7). Wstawiając teraz p, cosγ, sinβ do 

równania równowagi kineto-stycz-

nej (6)2 otrzymamy jedno równanie 

z niewiadomą siłą Y
dyn

, występującą 

w każdej z pozostałych dwóch linek, 

a zatem:
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Iloraz siły dynamicznej Y
dyn

 do  siły 

statycznej X
stat

 w lince jest następu-

jący:
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W szczególnym przypadku, jeśli a = 

2b , odpowiedź (9) daje n = 4/3 .

Belka podwieszona na linach

Niech pozioma belka AB o masie 

m i długości 2l wisi na dwóch nie-

rozciągliwych linkach, zbiegających 

się w punkcie O. W pewnej chwili 

przecięto nagle linkę DB. Zadaniem 

naszym będzie wyznaczenie składo-

wych przyspieszenia środka belki a
x
 

i a
y
, przyspieszenia kątowego belki 

ε oraz siły dynamicznej N w drugiej, 

nieprzeciętej lince FA, w chwili tuż 

po przecięciu linki DB. Tak sformuło-

wane zadanie znajduje się w zbiorze 

zadań Mieszczerskiego [4], powtó-

rzone w zbiorze Antoniuka i Kie-

drzyńskiego [1]. Pewne rozwiązanie 

tego zadania podano w pozycjach [5, 

7, 10]. Zagadnienia związane z dyna-

miką omawianych układów znaleźć 

można również w publikacjach [2, 6, 

8, 9]. Metoda rozwiązania podana w 

[7] sprowadza się do ułożenia trzech 

równań równowagi kinetostatycznej 

i dwóch równań geometrycznych 

na współrzędne środka belki, któ-

re wyrażone przez dwa kąty obrotu 

linki FA - ψ i kąt obrotu belki dooko-

ła punktu A oznaczony φ. W efekcie 

po dwukrotnym zróżniczkowaniu i 

wyrugowaniu kąta ψ, otrzymuje się 

równanie więzów, które z trzema 
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podstawowymi równaniami ruchu 
prowadzi do rozwiązania zadania.
 Tutaj postąpimy nieco inaczej, bar-
dziej ogólnie, wykorzystując własno-
ści chwilowego środka przyspieszeń, 
który w pierwszej chwili po zerwaniu 
pierwszej linki pokrywa się z chwilo-
wym środkiem obrotu (prędkości). 
Poza tym rozwiązanie nasze będzie 
ważne przy dowolnej wartości kąta ψ 

є <0,π/2> , w którym będzie zawarty 
kąt φ. Zgodnie z oznaczeniami poka-
zanymi na rysunku 6, trzy równania 
kinetostatyki w przyjętym układzie 
współrzędnych przy wprowadzeniu 
zmiennego kąta φ zapisujemy w na-
stępujący sposób:
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(10)
gdzie:
e = l cos φ, J

c
 = 1/3 m l2

W pierwszych trzech równaniach 
(10) występują cztery niewiadome 
a

x
, a

y
, ε i N. Brakujące równanie wię-

zów wyznaczymy z lematu Eulera 
wykorzystując własności chwilowe-
go środka przyspieszenia S = Q, bo-
wiem w chwili tuż po przecięciu lin-
ki DB chwilowe prędkości belki i jej 
chwilowa prędkość kątowa są równe 
zeru. Zgodnie z oznaczeniami na ry-
sunku 1 mamy zatem równanie (11).
 Rozwiązując układ czterech rów-
nań, w skład których wchodzą rów-
nania kinetostatyki (10) i równanie 
więzów opisane ostatnim ze wzorów 
(11), otrzymujemy odpowiedzi (12).
 Na rysunku 7 pokazano w sposób 
grafi czny odpowiedzi (12).
 W przypadku φ = π/6 = 30° odpo-
wiedzi (12) redukują się do równań   
(13).

Tarcza kołowa podwieszona 

na linach

Ostatnim zadaniem jest kołowa tar-
cza sztywna o masie całkowitej m 
i promieniu R, również zawieszona 
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6. Schemat dynamiczny rozważanej belki sztywnej
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7. Bezwymiarowe wykresy a

x
, a

y
, ε i N w funkcji kąta φ w belce sztywnej

 

 
 

5. Przestrzenna struktura prętowa po przecięciu linki BS
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na dwóch nierozciągliwych linkach, 

zbieżnych w przegubie O
1
 i tworzą-

cych z pionową osią symetrii kąty φ. 

Odcinek A B niechaj będzie równy 

R. W pewnym momencie przecięto 

raptownie linkę O
1
 B i układ stał się 

mechanizmem. Zgodnie z oznacze-

niami na rysunku 8 mamy wyznaczyć 

cztery wielkości trzy kinematyczne i 

jedną dynamiczną a
x
, a

y
, ε i N.

 Zadanie rozwiązujemy bardzo 

podobnie jak trzy poprzednie. Trzy 

równania ruchu kinetostatyki zapisu-

jemy standardowym sposobem: (14)

 Brakujące równanie więzów wy-

znaczamy z lematu Eulera, wykorzy-

stując własności chwilowego środka 

przyspieszenia, który w chwili tuż po 

przecięciu linki pokrywa się z chwi-

lowym środkiem obrotu, bowiem 

wszystkie prędkości w takiej chwili są 

równe zeru. Zgodnie z oznaczeniami 

na rysunku 8 możemy zapisać związ-

ki: (15).

 Rozwiązując układ czterech rów-

nań: (14) i (15) otrzymujemy odpo-

wiedzi (16.)

 W szczególnym przypadku φ = π/6 

= 30° odpowiedzi (16) redukują się 

do  (17)  
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8. Schemat dynamiczny tarczy kołowej z układem przyspieszeń i sił w chwili tuż po przecięciu linki O
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