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Wprowadzenie

Zagadnienie przemieszczeń podłuż-

nych toru kolejowego znajduje swo-

je zastosowanie w analizach różnych 

problemów podczas jego pracy (np. 

ocena nawierzchni kolejowej z uwagi 

na trwałe podłużne przemieszczenia, 

współdziałanie mostu z torem w wa-

runkach zmian temperatury, statecz-

ności czy podnoszenia toru w płasz-

czyźnie pionowej [1-5,7,9-11,15,16]). 

Analizowane w pracy zagadnienie 

związane jest z lokalnymi odcinka-

mi występowania poziomych prze-

mieszczeń przekrojów poprzecznych 

szyn, które są następstwem pojawia-

jących się w nich rzeczywistych nie-

równomiernych rozkładów tempera-

tur po długości toru bezstykowego 

[5,8,12,17]. Z rozważanym zjawiskiem 

spotykamy się również w strefach po-

ziomych przemieszczeń podłużnych 

toru bezstykowego, w skrajnych jego 

odcinkach (w obrębie tzw. odcinków 

oddychających). Przemieszczenia po-

ziome u toru od zmian temperatury, 

wywołują z kolei reakcję poziomą 

podłoża podsypkowego r(u), zależną 

od wartości przesunięcia u przekroju 

poprzecznego toru (rys. 1). W litera-

turze z zakresu dróg kolejowych spo-

tyka się różne charakterystyki oporu 

podłużnego podłoża podsypkowego 

[16]:

 Opór rzeczywisty podłoża podsyp-

kowego jest opisywany modelem 

zastępczym, najczęściej modelem 

sprężystym, plastycznym lub spręży-

sto-plastycznym [1,3,4] – rys. 2. Mo-

dele zastępcze wykorzystywane są 

do analizy np. przemieszczeń podłuż-

nych wskutek lokalnej różnicy tem-

peratury czy hamowania pociągów 

[7,8,12]. Dla modelu oporu plastycz-
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nego podłoża podsypkowego (mo-

del r = r
g
 z rys. 2a), możemy zapisać 

średni opór skumulowany w postaci 

[6]:

0l

N
r t
sr = ,  (1)

gdzie: N
t
 – siła termiczna w torze,  , 

[kN]; N
t
 = α

t
 · E

s
 · A · ∆t, [KN]; α

t
 – współ-

czynnik rozszerzalności stali szyno-

wej, [1/°C]; E
s
 · A – sztywność podłużna 

toru, [MN]; ∆t – przyrost temperatury 

szyny, [°C]; l
0
 – długość zluzowanego 

odcinka toru podczas regulacji naprę-

żeń, [m],

to przemieszczenie zluzowanego 

końca szyny (δ) możemy zapisać [6]:

sr

St
r

t
AE

⋅
⋅⋅⋅=
2

2
2 ∆

αδ   (2)

oraz wydłużenie swobodnego końca 

szyny można zapisać:

 ⋅=⋅⋅=⋅=
0

10

0l

tCtldlt ∆∆λ∆λδ ,  (3)

gdzie: λ = 0,5 · α
t 
 = 6·10-6 [6], dla α

t 
 = 

1,2 ·1 0-5 [1/°C]. Wykorzystując te wzo-

ry otrzymujemy:
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α
  (4)

gdzie: C
1
 jest wielkością charaktery-

styczną dla danego stanu nawierzch-

ni toru [6]. Ostatecznie, wprowadzając 

dodatkowo parametr pomocniczy C
r 

(stała oporu podłużnego skumulowa-

nego), opór podłużny może być zapi-

sany w następującej postaci [6]:
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 ,

oraz   r
sr
 = C

r
 · δ.                 (5)

W tabl. 1 zawarto charakterystyki 

oporu podłużnego dla toru bezsty-

kowego z szyn 60E1 (na podstawie 

badań doświadczalnych [6]):

 Jak wynika z tabl. 1 dla prawidłowo 

zakręconych śrub stopowych opór 

podłoża podsypkowego wynosi r
0
 = 

r
sr 

≈ 0,002 ÷ 0,01 [MN/m] (wartości 

przyjęte do przykładów obliczenio-

wych). Wykorzystując wzory 4 i 5 na 

rys. 3÷5 przedstawiono następujące 

zależności: stałej oporu podłużnego 

skumulowanego od stałej termicznej 

toru, oporu podłużnego podsypki 

od przemieszczeń szyny dla różnych 

temperatur oraz przemieszczeń zlu-

zowanej szyny od temperatury.

 Uzyskane w tym punkcie zależno-

ści i wartości wykorzystano do przy-

kładów obliczeniowych zawartych na 

rys. 10 oraz w tabl. 2 i 3.

 

 
1. Typowy opór podłużny podczas eksploatacji (podkład drewniany) [16]

1) badania rzeczywiste; 2) model dwuliniowy

gdzie: k – teoretyczny współczynnik sztywności poziomej podłoża [MPa]; u
p
 – wartość przemieszcze-

nia sygnalizująca zmianę modelu oporu podłoża

r=a  u
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r

b)

r

a)

r

r

r =r r=k  u

k  =tg

uuuuu u

r r

r=r  +k  u, u<u

r=r    , u>u

u

b

g

gg

g
g

.

g

gg

0 1
..

0 1r=r  +k  ur=k  u, u<u1
.

r=r     u>u

.
1g

1

k  =tg1

0r0r

g g

g

 
2. Modele oporu podłużnego podsypki

przyjęte oznaczenia (wykorzystywane do obliczeń w pracy): r
g
 – graniczny opór podłoża podsypkowego [MN/m];

k
1
 – współczynnik sztywności poziomej podłoża [MPa]; u

g
 – wartość graniczna przemieszczenia sygnalizująca zmianę

modelu oporu podłoża podsypkowego [m]; r
0
 – opór początkowy podłoża podsypkowego [MPa]

Stan śrub stopowych
Stała termiczna toru, 

C
1
 [mm/1°C]

Stała oporu podłużnego 

skumulowanego, 

C
r
 [MN/m2]

Długość odcinka, l
0
, [m] r

sr
 [MN/m]

1 2 3 4 5

zakręcone prawidłowo 0,3272 1,0614 54,4872 0,00902

zakręcone prawidłowo 0,2885 1,3634 48,0770 0,01023

70 % zluzowanych 0,8077 0,1739 134,6154 0,00365

wszystkie zluzowane 1,3847 0,0592 230,7692 0,00213

Tab. 1. Zależność średniego oporu skumulowanego od stanu śrub stopowych
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Nierównomierny rozkład 

temperatury na długości 

bezstykowego toru kolejowego

Temperatura szyn zależy od wielu 

zmiennych czynników. Główne z nich 

mają charakter naturalny, takie jak: 

temperatura powietrza i podłoża, wil-

gotność podłoża, intensywność pro-

mieniowania słonecznego, zachmu-

rzenie, przeźroczystość atmosfery, siła 

i kierunek wiatru i in. Stwierdza się na 

ogół zależność między temperaturą 

szyny i powietrza (rys. 6) (mierzoną 

w tym samym miejscu i czasie), którą 

można przedstawić w postaci związ-

ku: t = t
0
 + ~t

z
, gdzie: t - temperatura 

szyny, t
0
 - temperatura powietrza, a 

~t
z  

- zmienna wielkość losowa, zależna w 

okresie wysokich temperatur przede 

wszystkim od intensywności nasło-

necznienia toru.

 W warunkach pracy toru bezsty-

kowego w terenie występują nierów-

nomierne rozkłady temperatur szyn, 

zarówno wzdłuż długości toru, jak i 

w jego przekroju poprzecznym (mie-

rzona różnica temperatury między 

główką i stopką szyny może wynosić 

nawet 7 [°C]).

 Rozpatrując zjawisko lokalnych 

stref poziomych przemieszczeń toru 

bezstykowego od nierównomier-

nych rozkładów temperatury szyn t, 

należy uwzględnić również, oprócz 

zmiennego po długości oporu po-

dłużnego podsypki, zmienne warun-

ki termiczne, występujące podczas 

montażu toru, które charakteryzuje 

zmienna na ogół temperatura przy-

twierdzenia szyn do podkładów t
P
. 

Występująca wówczas w przekrojach 

poprzecznych toru zmienna różni-

ca temperatur: ∆
t
 = t - t

P
, wywołuje 

w rzeczywistym torze bezstykowym 

nierównomierny rozkład podłużnej 

siły termicznej N
t
 = α

t
 · E

s
 · A · ∆t,, której 

przebieg pokazano schematycznie 

linią ciągłą na rys. 7. Nierównomier-

ność tę powiększa dodatkowo wpływ 

pełzania eksploatowanego toru bez-

stykowego pod ruchem pociągów, 

który powoduje niekorzystne zmiany 

w układzie temperatur  . Linia kresko-

wana na rys. 7 oznacza natomiast ob-

liczeniowy rozkład siły termicznej 

N
t0

. Dla rozkładu N
t0

 w części środko-

wej CD (N
t0

 = const.) mamy u = 0 (brak 

przemieszczeń podłużnych – odcinek 

nieruchomy). Natomiast u ≠ 0 (parabo-

la 2°) występuje na tzw. odcinkach ru-

chomych (oddychających) o długości 

l
r
, gdzie N

t0
 ma rozkład liniowy (r = r

g
, 

rys. 2a). Rozkład obliczeniowy (trape-

zowy) N
t0

 na rys. 7 odpowiada szcze-

gólnemu przypadkowi zachowania 

się prostego toru bezstykowego przy 

równomiernym wzroście temperatury 

na całej jego długości, dla t
p
 = const.

Stan przemieszczeń osiowych 

w torze bezstykowym od wpływu 

lokalnych zmian temperatur

Powstające w wyniku miejscowych 

różnic temperatury szyny siły ∆N na 

długości toru, pokazane schema-

tycznie na rys. 7, wywołują lokalne, 

strefowe przemieszczenia poziome 

przekrojów poprzecznych szyny, o 

wartościach maksymalnych od u
0,i-1

 

do u
0,i+4

 [1,3,4,11]. Przemieszczenia 

osiowe toru wzbudzają z kolei re-

akcję poziomą podłoża r(u) w takim 

 

3. Zależność stałej oporu podłużnego skumulowanego 

od stałej termicznej toru

 

4. Zależność oporu podłużnego podsypki od przemieszczeń szyny 

dla różnych temperatur
 

 

5. Zależność przemieszczeń zluzowanej szyny od temperatury [6]

 

6. Zależność temperatury szyny i powietrza od godziny pomiaru (badania Autora)
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stopniu, na jaki pozwala wartość u. 

Funkcję r(u), dla celów analizy można 

opisać przy pomocy kilku modeli po-

kazanych na rys. 2.

 Dla przykładu rozważmy wpływ 

siły   ∆N
ti
 = N

t,i
 - N

t,i-1
 = E

s
 · A · (∆t

i
 - ∆t

i-1
) 

na pracę toru, przyjmując najnieko-

rzystniej r = r
g
 (model z rys. 2a). Otrzy-

mamy wówczas wzory na u, N
td

 i l
w
 

(schematy obliczeniowe i przybliżony 

przebieg funkcji u i N
td

, w układzie lo-

kalnym, pokazano na rys. 8):

u
r

E A
x

N

E A
x

N

E A r

g

S

ti

S

ti

S g

=
⋅ ⋅

⋅ −
⋅ ⋅

⋅ +
⋅ ⋅ ⋅2 2 8

2
2∆ ∆

  (6)

 

N r x
N

td g

ti= ⋅ −
∆

2
, l

N

r
w

ti

g

=
⋅

∆

2
.  (7)

Dla modelu sprężystego z rys. 2b, 

przy r = k
1
 · u, mamy:

u
N

E A
eti

S

x=
⋅ ⋅ ⋅

⋅ − ⋅∆

2 α

α , 

, 

N
N

etd
ti x= − ⋅ − ⋅∆

2

α ,  

 l
w
 = ∞ oraz α = k

1 
/ (E

s
 · A).            (8)

 

9. Pomiar przemieszenia podłużnego toru kolejowego w zależności od temperatury

(zdjęcie Autora)

a) 

t,i-2
N

t,i-1
N N t,i N t,i+1

N
t,i+2

N
t,i+3

N
t,i+4

Nt,i-1 Nt,i t,i+1N N t,i+2 N t,i+3 N t,i+4

ia i+1a

u0,i-1 u u u u u0,i 0,i+1 0,i+2 0,i+3 0,i+4N
t,i-1

t

r

t

rr

t
tdN   "

r r 

Ns

t,i-1 t,iN N t,i+1 t,i+2N N t,i+3 t,i+4N

Bu

sN

Nt0

r

trzN   "N  "0

Nt,i-1 t,i-1N Nt,i-2= - 0

t,iN Nt,i t,i-1N= - 0>

<

 " "
,

A
u

"

"
u"

BA
r

obwiednia sil podluznych 

w torze bezstykowym

t0N   =E  A     

N  -opor zlaczas

t 0t

2

1

3
4 5

 m

N

s
. . .

C Du=0

0

t0N

Ntrz

.

"
r"

 
b) 

7. Rozkład siły termicznej na długości bezstykowego toru kolejowego

a) nierównomierny rozkład siły termicznej (N
trz

) na długości bezstykowego toru kolejowego

oraz przemieszczeń podłużnych toru (u) i dodatkowej siły termicznej (N
td

); b) powstający opór podłużny podłoża podsypkowego (r) oraz sztywność na 

zginanie (E
s
Iζ

s
) i poprzeczna (E

s
A

s
) toru kolejowego

 

 

x

u,N   ,r

N E   A

opor podluzny r(u)

td

ti s
.

.

 

x 0

 

N 0,5     N

u

u,N

u max

td

w

.
td

td

w 
 

8. Schemat obliczeniowy i przebiegi funkcji u (przemieszczenie podłużne)

i N
td

 (dodatkowa siła termiczna)
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Z kolei dla modelu z rys. 2d, przy r = r
0 
 

+ k
1
 · u, otrzymujemy:

( )u x h
N

E A

ti

S

= − ⋅ − ⋅
⋅

⋅ ⋅ ⋅
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∆

2
,       (10)

l h
N

E A
w
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S

= ⋅
⋅

⋅ ⋅ ⋅

 

!
"

#

$
%

1

2α

α

β
arcsin

∆
,  (11)

gdzie: α = k
1 
/ (E

s
 · A), β = r

0 
/ (E

s
 · A), 

k
1
 – współczynnik sztywności pozio-

mej podłoża [MPa].

Określenie parametrów oporu 

podłużnego do obliczeń

W eksploatowanym torze kolejowym 
rzeczywiste wartości np. k

1
 i r

0
 dla 

modelu d (r = r
0 

 + k
1
 · u) oporu sprę-

żysto-plastycznego podłoża pod-
sypkowego z rys. 2 są nieznane. Dla 
określonych warunków brzegowych 
[14] oraz z uwzględnieniem modelu 
d z rys. 2, otrzymujemy:

( )
 
 

!

"

#
#

$

%

&
&

'

(

)
)

*

+

&
&

'

(

)
)

*

+ ⋅⋅
−⋅−⋅−=

β

α∆α
α

β

α t
harcsinxcoshxu t1 , 

(12)

gdzie: α = k
1 

/ (E
s
 · A), β = r

0 
/ (E

s
 · A), x 

– odcięta dowolnego przekroju toru, 
mierzona od końca rozpatrywane-
go toru bezstykowego. Korzystając z 
wyników bezpośrednich pomiarów 
przemieszczeń osiowych up toru bez-
stykowego można podać sposób ich 
obliczenia (metodą najmniejszych 
kwadratów) [14]:

minV
m

j

n

i

ji =  
= =1 1

2
, gdzie: ( ) p

jijiji uxuV −= , 

(13)

przy czym: u
ij
(x) = F

ij
(x

i
, ∆t

j
, α, β) ozna-

cza przemieszczenia obliczone dla 
wstępnie oszacowanych wartości k

1
 

i r
0
, czyli α

0
 i β

0
, u

ij
p oznacza wielkości 

mierzone odpowiadające u
ij
(x), j = 1, 

2, ... m oznacza kolejną różnicę, ∆t dla 
której określa się wartość funkcji (12) 
i dokonuje pomiaru u

ij
p oraz i = 1, 2, ... 

n  oznacza miejsce pomiaru, czyli od-
ciętą pewnego wybranego przekroju 

szyny (rys. 9).
 Różnice V

ji
 wynikają przede wszyst-

kim z występujących wzdłuż toru 
zmian oporu podłużnego podłoża 
oraz z błędów pomiaru. Korzystając z 

a) 

 
b) 

 

10. Maksymalne przemieszczenia toru wskutek lokalnej różnicy temperatury Δ(Δti)

dla przyjętych modeli obliczeniowych (wzory 6-11)

a) tor z szynami 60E1; b) tor z szynami 49E1
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równania (13) oblicza się niewiadome 
poprawki δ(α) i δ(β) w kolejnych kro-
kach iteracyjnych, aż do przyjętego 
z góry błędu przybliżenia. W wyniku 
obliczeń otrzymuje się: α = α

0
 + Σ δ(α) 

i β = β
0
 + Σ δ(β), które stanowią moż-

liwie najdokładniej określoną charak-
terystykę oporu podłużnego dla da-
nego toru kolejowego.
 W pracy [14] na doświadczalnym 
poligonie bezstykowego toru kole-
jowego na linii kolejowej Katowice-

-Kraków, otrzymano następujące 
wartości: r

0
 = 9,728 ·10-4 ± 2,883·10-4

 

MN/m, oraz  k
1
 = 1,8976 ± 0,1589 MN/

m2. Potwierdzenie tych wartości znaj-
dujemy na rys. 1.

Przykłady obliczeniowe

Do obliczeń przyjęto zatem następu-
jące dane:
- tor bezstykowy 49E1 i 60E1, z 

podkładami drewnianymi, na 

podsypce tłuczniowej, w układzie 
lokalnym (rys. 8), odpowiednio 
przy wartościach [1,3-5,13,16]:

- E
s 
· A = 2644,74 MN (49E1); E

s 
· A = 

3228,12 MN (60E1) oraz:
- α

t
 = 1,15·10-5 1/K, r

0
 = 0,003 MN/m, 

r
g
 = 0,010 MN/m,

- k
1
 = 1,0 MPa, k

1
 = 1,4 MPa oraz k

1
 = 

2,0 MPa  przy u
g
 = 0,005 m (patrz 

rys. 1 i rys. 2),
- ∆(∆t)

i
 = 1, 2, ..., 14 [K] .

W celu zobrazowania uzyskanych 
maksymalnych przemieszczeń toru, 
na rys. 10 pokazano wyniki obliczeń 
dla przyjętych wyżej parametrów 
oraz modeli opisanych na tys. 1 i 2 ni-
niejszej pracy.
 Jak widać na rys. 10 najmniejsze 
przemieszczenia otrzymujemy dla 
modelu plastycznego przy przyję-
tej największej wartości oporu (r

g 
= 

0,01 [MN/m]). Natomiast największe 
przemieszczenia otrzymujemy dla 
modelu sprężystego przy przyjętej 
najmniejszej wartości oporu (k

1 
= 

1,0 [MPa]). Należy to tłumaczyć wła-
ściwościami analizowanych modeli 
(rys. 2). Dla modelu plastycznego, od 
samego początku przemieszczenia 
toru powstaje opór podłużny podło-
ża podsypkowego (r=r

g
), natomiast 

dla modelu sprężystego, opór ten 

Tab. 2. Przemieszczenia podłużne u(x), rozkład siły termicznej Nt(x) i oporu poprzecznego r(x) w zależności od przyjętego modelu obliczeniowego
 

 

1°°°° – dla modelu z rys. 2a (r = rg) 

otrzymujemy: 

 

2°°°° – dla modelu z rys. 2b (r = k1·u) 

otrzymujemy: 

 

3°°°° – dla modelu z rys. 2d (r = r0+k1·u) 

otrzymujemy: 
1 2 3 

 

4

526

10622

1003410551
−

−−

⋅+

+⋅⋅⋅⋅=

,

x,x,u  
 

dla: ( )x > −0, , ( )x < +0, . 

 

Dla x = 0 , u mmax ,= ⋅ −2 62 10 4  

przy m,ug
31005 −⋅=  

 

oraz N xtd = ⋅0 01 0 130, , , 

( )−> ,x 0 , ( )+< 0x  

 

l mw = 13 0,  

r r E A
d u

dx
MN mg S= = − ⋅ ⋅ = −

2

2
0 01, /  

 

α =
⋅

= ⋅ − −k

E A
m

S

1 4 2
4 337 10, , α = ⋅ − −

2 0826 10
2 1

, m  

( )u x= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅− −1 10 2 0826 103 2,934 exp ,  

dla ( )−> ,x 0 , ( )x < +0, . 

 

Dla x = 0 : u mmax ,934= ⋅ −1 10 3
 

przy m,ug
31005 −⋅=  

( )x,exp,

uk
dx

ud
AEr S

⋅⋅⋅⋅−=

=⋅−=⋅⋅−=

−− 23

12

2

1008262107082  

 

dla x = 0 , r MN mmin , /= − ⋅ −
2 708 10

3
 

 

( )N E A
du

dx
xtd S= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅−

  0 130 2 0826 10 2, exp ,  

 

lw = ∞ , lim
x

tdN
→±∞

= 0 , lim
x

r
→±∞

= 0  

 

α = ⋅ − −
4 337 10

4 2
, m , β =

⋅
= ⋅ − −r

E A
m

S

0 7 19 10,2937  

( )  
!

"
#
$

%
&&
'

(
))
*

+ ⋅⋅
−⋅⋅−=

−
−

90250

1008262
1101432

2
3

,harcsin

x,
cosh,u

 

  

dla: ( )−> ,x 0 , ( )x < +0,  

( )[ ]u x= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅− −
2 143 10 1 2 0826 10 0 8107

3 2
, cosh , ,  

dla x = 0 : 

( )u mmax , , ,= − ⋅ ⋅ − = ⋅− −
2 143 10 1 1 347 0 7436 10

3 3  

przy m,ug
31005 −⋅=  

( )N E A
du

dx
xtd S= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅−0 144 2 0826 10 0 81072, sinh , ,  

dla x = 0 : N MNtd =  0 13,  

 

l mw = 38,927 ; dla x lw= : u = 0 , N td = 0  

( )r E A
d u

dx
xS= − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅−

2

2

20 003 2 0826 10 0 8107, cosh , ,  

dla x lw= ± , r MN m= −0 003, /  

dla x = 0 , r MN m= − ⋅ = −1 347 0 003 0 00404, , , /  

ω = =

−

, r dx MN

lw

0 130
0

, , rśr= − = −
ω

l
MN m

w

0 00334, /  

 
 

 

1    -model z rys.3.3.a

-0,003 MN/m   

r   dx=    N    =0,26 MN

r=r  =0,01 MN/m

a   =2   13,0=26,0 ma    = 2
13,0 m

r(x)

a   =   

2

=

a   =2     =77,854 m 

=38,927 m   

r(0)=  0,0027 MN/m

x rN

13,0 m

r(x)

2    -model z rys.3.3.b

3    -model z rys.3.3.d
r(0)=  0,00404 MN/m

i

i w

ti

i

i w

w

g

g

r(x)

-0,003 MN/m   

=38,927 m   w

tig

13,0

-13,0

r(x)dx=    N    =0,26 MN
0

ti

r(x)dx=    N    =0,26 MNti

-38,927

0

tiN

w2srr =-0,00334 MN/m   

2

  
 

 

 

-

11. Rozkłady funkcji r(x) dla różnych modeli obliczeniowych [2,3]
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wzrasta dopiero wraz z powstającym 
przemieszczeniem. Dla wykazania 
powstających różnic wynikających z 
przyjętych modeli (rys. 2) wykonano 
obliczenia przy następujących da-
nych: tor bezstykowy 60E1, z pod-
kładami drewnianymi, na podsypce 
tłuczniowej, w układzie lokalnym (rys. 
8) oraz: E

s 
· A = 3228 MN, α

t
 = 1,15·10-5 

1/K, r
0
 = 0,003 MN/m, r

g
 = 0,010 MN/m, 

k
1
 = 1,4 MPa, u

g
 = 0,005 m. Ponadto 

przyjęto: ∆(∆t)
i
 = 7,0 [K], gdzie: ∆(∆t)

i
 = ∆N

ti
 / E

s 
· A · α

t
, przy czym ∆N

ti
 = N

ti
 - 

N
t,i-1

 = E
s 
· A · α

t
 · (∆t

i
 - ∆t

i-1
), ∆t

i
 = t

i
 - t

pi
 - t

s
, 

∆t
i-1

 = t
i-1

 - t
p,i-1

 - t
s
, t – temperatura szy-

ny, t
p
 – temperatura przytwierdzenia 

szyny do podkładów,  t
s
 = N

s
 / E

s 
· A · 

α
t
, N

s
 – reakcja pozioma styku szyno-

wego od wpływów termicznych, (N
s
 

≈ 0,20 MN), ∆(∆t)
i
 = ∆t

i
 - ∆t

i-1
 = (t

i 
 - t

i-1
) 

- (t
pi
 - t

p,i-1
).

 Stąd ∆N
ti
 = E

s 
· A · α

t
 · ∆(∆t)

i
 = 0,26 

MN. Wyniki obliczeń pokazano w 
tabl. 2: Na rys. 11 przedstawiono prze-
biegi obliczonych funkcji r(x) dla uzy-
skanych wartości l

w
:

Dyskusja otrzymanych wyników

Przydatność zastosowanych mode-

li podłoża do analizy przemieszczeń 
osiowych toru bezstykowego jest 
różna. Dla dużych przyrostów tem-
peratury ∆t, np. ∆t = 45 K, którym 
towarzyszą wysokie wartości siły ter-
micznej w szynach, tor bezstykowy 
doznaje znacznych przesunięć osio-
wych, większych od u

g
, co ma miej-

sce przede wszystkim w strefach tzw. 
odcinków oddychających, to wówczas 
przydatnym okaże się model pla-
styczny (rys. 2a). Natomiast do analizy 
wpływu lokalnych nierównomiernych 
zmian temperatury na długości toru, 
właściwym w dalszym zastosowaniu 

Tab. 3. Przemieszczenia podłużne u(x), rozkład siły termicznej Nt(x) i oporu poprzecznego r(x) w zależności od przyjętego modelu obliczeniowego
 

 

1°°°° – dla modelu z rys. 2a (r = rg) 

otrzymujemy: 

 

2°°°° – dla modelu z rys.2b (r = k1·u) 

otrzymujemy: 

 

3°°°° – dla modelu z rys. 2d (r = r0+k1·u) 

otrzymujemy: 
1 2 3 

 

dla rg = 0,002131 [MN/m] 
3527

102311003410313
−−− ⋅+⋅⋅⋅⋅= ,x,x,u  

( ) m,uu max
31 102310 −⋅== ; m,lw 061=  

 

dla rg = 0,00365 [MN/m] 
4527

101771003410655
−−− ⋅+⋅⋅⋅⋅= ,x,x,u  

( ) m,uu max
42 101770 −⋅== ; m,lw 6235=  

 

dla rg = 0,01 [MN/m] 
4526

106221003410551
−−− ⋅+⋅⋅⋅⋅= ,x,x,u  

( ) m,uu max
43 106220 −⋅== ; m,lw 013=  

przy czym dla: ( )−> ,x 0 , ( )+< ,x 0  

gmaxmaxmax uuuu <<< 123  dla m,ug
31005 −⋅=  

oraz odpowiednio: 

gS r
dx

ud
AEr =⋅⋅−=

2

2

 

N r x
N

td g

ti= ⋅ −
∆

2
 

( )−> ,x 0 , ( )+< ,x 0  

 

 

 

dla k1 = 2,0 [MPa] 

 

241 101966
−−⋅=

⋅
= m,

AE

k

S

α , 12
1048912

−−⋅= m,α  

 

( )x,exp,u ⋅⋅⋅⋅= −− 23 1048912106181   

dla ( )−> ,x 0 , ( )x < +0, . 

 

dla 0=x : m,umax
3

106181
−⋅=  przy m,ug

31005 −⋅=  

 

( )x,exp,

uk
dx

ud
AEr S

⋅⋅⋅⋅−=

=⋅−=⋅⋅−=

−− 23

12

2

1048912102363  

 

dla x = 0 , m/MN,rmin
3102363 −⋅−=  

 

( )x,exp,
dx

du
AEN Std ⋅⋅⋅=⋅⋅= −210489121300    

lw = ∞ , 0=
±∞→

td
x

Nlim , lim
x

r
→±∞

= 0  

 

 

dla k1 = 2,0 [MPa] i r0 = 0,003 [MN/m] 

24101966 −−⋅= m,α , β =
⋅

= ⋅ − −r

E A
m

S

0 7 19 10,2937  

( )( )[ ]07861104891211051 23 ,harcsinx,cosh,u  ⋅⋅−⋅⋅−= −−
 

dla: ( )−> ,x 0 , ( )x < +0,  

( )[ ]93590104891211051 23 ,x,cosh,u  ⋅⋅−⋅⋅−= −−  

( ) ( ) m,,,uu max
33

10706304711110510
−− ⋅=−⋅⋅−==  

dla m,ug
31005 −⋅=  

( )
 
 

!

"

#
#

$

%

 
 

!

"

#
#

$

%

 
 
!

"
#
#
$

%

⋅⋅
⋅−⋅⋅⋅⋅=

AE

N
sinhaxsinhAExN

S

t
Std

β

α∆
α

α

β

2

( )93590104891212050 2
,x,sinh,

dx

du
AEN Std  ⋅⋅⋅=⋅⋅= −  

dla x = 0 : N MNtd =  0 13,  

 

m,lw 59937= ; dla x lw=  mamy: u = 0 , N td = 0  

( )9359010489120030 2

2

2

,x,cosh,
dx

ud
AEr S  ⋅⋅⋅−=⋅⋅−= −  

dla x lw= ± , r MN m= −0 003, /  

dla x = 0 , m/MN,,,r 004413000304711 −=⋅−=  

ω = =

−

& r dx MN

lw

0 130
0

, , rśr m/MN,
lw

0034750−=−=
ω

 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2

14

8

4

6

12

10

0

c

d

K=0,77 m

10     MN/m
r

4 95 7 86 1031 2

10

0

2

8

6

4

a

b

-3 .

.10     MN/m
-3

r

.10     m
-3

10     m
-3 .

K=0,77 m

 
12. Charakterystyki doświadczalne oporu podłużnego podsypki [6]

a - opór podłużny przy rozstawie podkładów drewnianych 65 cm (przęsło 22 podkłady)

b - opór podłużny przy rozstawie podkładów drewnianych 65 cm (przęsło 11 podkładów)

c - opór podłużny przy zmiennym rozstawie podkładów drewnianych (K-rozstaw podkładów)

d - opór podłużny przy zmiennym rozstawie podkładów strunobetonowych (K-rozstaw podkładów)
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jest raczej model oporu podłużnego 
podsypki z rys. 2d. Przydatność mode-
lu sprężystego (rys. 2b), często wyko-
rzystywanego efektywnie w zakresie 
np. analizy wyboczenia toru w płasz-
czyźnie pionowej, jest w rozważanym 
przypadku nierównomiernych zmian 
temperatury raczej ograniczona.
 Z drugiej strony przyjmowanie do 
obliczeń np. zbyt dużych wartości 
współczynnika sztywności poziomej 
podłoża k

1
 = 5÷10 [MPa], nie znajdu-

je w pełni potwierdzenia w wynikach 
badań doświadczalnych oporu po-
dłużnego podsypki (patrz rys. 12). Dla-
tego rozsądnym kompromisem jest 
przyjęcie następujących wartości pa-
rametrów: r

0
 = 0,003 MN/m, r

g
 = 0,01 

MN/m, k
1
 = 2,0 MPa, u

g
 = 0,005 m, któ-

re znajdują uzasadnienie zarówno na 
rys. 2 jak i rys. 12:
 Dla tych parametrów i wspomnia-
nych wyżej modeli (a, b i d) z rys. 2 ob-
licza się:

Wnioski końcowe:

Na podstawie przeprowadzonej anali-
zy można stwierdzić, że:

1) Przedstawione w pracy analitycz-
ne rozwiązanie do zagadnienia 
lokalnej różnicy temperatury na 
długości bezstykowego toru ko-
lejowego wykazało powstawanie 
niepożądanych podłużnych jego 
przemieszczeń.

2) Przedstawiono analizę teoretycz-
ną czynników powodujących 
przemieszczenia podłużne toru 
wykorzystując zastępcze modele 
obliczeniowe rzeczywistych cha-
rakterystyk uzyskiwanych w torze 
kolejowym (rys. 2 czy rys. 12).

3) Wyniki obliczeń pokazane na 
rys. 10 wskazują, że największe 
przemieszczenie wskutek różni-
cy temperatury zależy głównie 
od gradientu temperatury oraz 
parametrów przyjętych modeli 
obliczeniowych (r

g
, r

0
 i k

1
) i sztyw-

ności podłużnej toru (E
S
 · A). Prze-

mieszczenia wynikające z nierów-
nomiernego ogrzania szyny na 
jej długości (np. położona w za-
cienionym głębokim wykopie czy 

wystawiona na insolację słonecz-
ną w nasypie), stanowią istotną, 
niedocenianą część przemiesz-
czeń, które mogą nasilać m.in. peł-
zanie toru.

4) Wskazano na znaczący wpływ 
analizowanych modeli i przyję-
tych parametrów do obliczeń (r

g
, 

r
0
 i k

1
) na kształt i wartości podłuż-

nych przemieszczeń poziomych 
toru kolejowego (rys. 10).

5) Na podstawie przeprowadzonych 
obliczeń i analiz rzeczywistych 
charakterystyk uzyskiwanych w 
torze kolejowym zaproponowano 
odpowiednie parametry do ob-
liczeń (wykorzystane w zamiesz-
czonych tabl. 2 i tabl. 3).  
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