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Streszczenie: W pracy podjeto kwestie wyznaczania krzywizny osi toru kolejowego w celu stworzenia mozliwosci okreslenia charakterystyk
geometrycznych pomierzonej trasy. Wykorzystano przy tym nowa koncepcje wyznaczania krzywizny metoda zmiany katéw nachylenia
ruchomej (wirtualnej) cieciwy, na podstawie znajomosci wspotrzednych kartezjanskich danego rejonu trasy. Weryfikacja zaproponowane;j
metody, przeprowadzona na jednoznacznie zdefiniowanych modelowych uktadach geometrycznych toréw, wykazata catkowita zgodnos¢
uzyskanych wykresow krzywizny z wykresami stanowigcymi podstawe uzyskania odpowiadajgcego rozwigzania geometrycznego. Zastoso-
wanie metody ruchomej cieciwy do wyznaczania krzywizny eksploatowanego toru kolejowego wykazato, ze uzyskane wykresy krzywizny
roznig sie wyraznie od wykreséw dla uktadéw modelowych; majg one mniej regularny, oscylacyjny charakter, co wynika z wystepujacych
deformacji toru oraz btedu pomiarowego. Nie przeszkadza to jednak, zeby na takiej podstawie mozna byto oszacowac podstawowe para-
metry geometryczne pomierzonego uktadu.

Stowa kluczowe: Droga kolejowa; Krzywizna osi toru; Weryfikacja nowej metody obliczeniowej; Okreslenie mozliwosci aplikacyjnych

Abstract: The paper adresses the issue of determining the curvature of the axis of the railway track in order to enable the determination of
the geometrical characteristics of the measured route. A new concept of determining the curvature was used by the method of changing
the angles of inclination of a moving (virtual) chord based on the knowlege of the Cartesian coordinates of a given region of the route. The
verification of the proposed method, carried out on unambiguosly defined model geometric track layouts, showed the complete agreement
of the obtained curvature diagrams with the diagrams constituting the basis for obtaining the corresponding geometric solution. The use of
the moving chord method to determine the curvature of the operated railway track showed that the obtained curvature plots clearly differ
from those for model layouts; they have a less regular, oscillating character, which results from the track deformation and measurement error.
However, this does not prevent the possibility of estimating the basic geometrical parameters of the measured layout on this basis.

Keywords: Railroad; Curvature of the track axis; Verification of a new calculation method; Determination of application possibilities

Wprowadzenie

Pomiary geodezyjne stuzace okresla-
niu i ocenie ksztaftu osi toru stanowig
podstawe do wyznaczenie podstawo-
wych parametrow geometrycznych
trasy. W odniesieniu do pfaszczyzny
poziomej parametrami tymi sg:
potozenie i dtugosci odcinkéw
prostych,
potozenie tukéw kotowych wraz z
okresleniem ich promienia i dtu-
gosdi,
potozenie  krzywych przejscio-
wych wraz z okresleniem ich ro-
dzaju i dtugosci.
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Na podstawie tych danych staje sie
mozliwe ustalenie maksymalnej pred-
kosci jazdy pociggdw oraz — co wydaje
sie by¢ sprawg podstawowg — uzyska-
nie danych do zaprojektowania regu-
lacji osi toru.

Stosowane metody pomiarowe
maja bardzo dtuga tradycje i chociaz
podlegaja réznym innowacjom, ce-
chuje je duza pracochtonnos¢ i zwig-
zana z tym koniecznos¢ ponoszenia
znacznych naktadéw  finansowych.
Zasady przeprowadzania pomiardw
sq podobne w réznych zarzadach ko-
lejowych [1-4, 10-12, 14]. Zgodnie z
przepisami obowigzujagcymi w Polsce

[13], pomiar odcinkéw prostych doko-
nuje sie metoda rzednych i odcietych
wzdtuz linii pomiarowych, z wykorzy-
staniem stosownej osnowy geodezyj-
nej. Pomiary na tuku obejmuja pomiar
strzatek poziomych odniesionych do
cieciwy wyznaczonej przez o$ celowg
teodolitu (tzw. metoda bezposrednia)
lub znakow regulacji osi toru (metoda
posrednia).

Bardziej nowoczesny system pomia-
rowy stanowi tachimetr umieszczony
na wozku, pozwalajgcy dodatkowo na
wykonanie pomiaru pochylenia toru
(za pomoca inklinometru) i pomiaru
jego szerokosci. Radykalng poprawe
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istniejacej sytuacji powinna zapewnic
rozwijana w Polsce od kilkunastu lat
metoda mobilnych pomiaréw sate-
litarnych [15]. Polega ona na ciggtej
rejestracji wspotrzednych osi toru za
pomocg odbiornikdw GNSS zainsta-
lowanych na poruszajacej sie platfor-
mie pomiarowej oraz wykorzystaniu
zebranych danych pomiarowych w
odpowiednich algorytmach oblicze-
niowych.

Przy identyfikacji pomierzonego
uktadu geometrycznego na podsta-
wie przeprowadzonych pomiardw
nasuwa sie w pierwszym rzedzie roz-
wigzanie polegajgce na okresleniu
wystepujacej krzywizny. W praktyce
inzynierskiej identyfikacje charakte-
ru krzywizny poziomej wystepujacej
w danym ukfadzie geometrycznym
toru przeprowadza sie najczesciej w
sposob posredni — na podstawie po-
mierzonych strzatek od cieciwy rozcia-
gnietej wzdtuz toru. Metoda wykresu
strzatek jest wcigz bardzo popularna
na kolei, gdyz wiasciwie nie ma dla
niej innej alternatywy. Poniewaz wy-
kres strzatek jest bardzo podobny do
wykresu krzywizny, niektérzy traktujg
te metode jako sposdb wyznaczania
krzywizny toru. Z formalnego punktu
widzenia jest to oczywiscie nieuza-
sadnione. Ponadto nalezy uwzglednic¢
fakt, ze sporzadzony wykres strzatek
pokazuje co prawda wartosci pomie-
rzonych strzatek poziomych, jednak
nie sg na nim okreslone kierunki, w
ktorych te strzatki sg mierzone. Linie
odniesiona stanowia tutaj bowiem
kierunki ustawienia cieciwy, ktore sie
stale zmieniaja. Nalezy zaznaczy¢, ze
pomiar strzatek (poziomych i piono-
wych) stanowi od wielu lat podstawe

metod diagnostycznych odnoszacych
sie do oceny stanu geometrycznego
torow kolejowych.

W niniejszej pracy przedstawiono
nowa metode wyznaczania krzywizny
na podstawie znajomosci wspotrzed-
nych kartezjariskich osi toru kolejowe-
go. Metoda ta polega na wykorzysta-
niu wartosci zmiany kata nachylenia
cieciwy na dtugosci uktadu geome-
trycznego. Zostata ona okreslona mia-
nem,metody ruchomej cieciwy”.

Idea metody ruchomej cieciwy

Krzywizna toru jest okreslana na jego
dtugosci/, w liniowym ukfadzie wspot-
rzednych. Miarg zakrzywienia trasy
jest stosunek kata, o jaki zmienia sie
kierunek osi podtuznej pojazdu po
przebyciu pewnego tuku, do dtugosci
tegoz tuku (rys. 1). Krzywizna krzywej
K w punkcie M nazywamy granice, do
ktorej dazy stosunek kata ostrego AO
zawartego miedzy stycznymi do krzy-
wej K'w punktach M i M, do ditugosci
tuku Al, gdy punkt M, dazy po krzywej
K do punktu M.

(1M

Jesli znany jest analityczny zapis funk-
cji O(l) , wéwczas obowigzuje wzor
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Praktyczny sposob okreslania krzywi-
zny (dla nieduzych wartosci Al) polega
na wykorzystaniu wzoru uproszczone-

go:

Projektowanie uktadu geometrycz-
nego wymagda jednak operowania w
kartezjanskim uktadzie wspotrzed-
nych. W wyniku tego procesu naste-
puje wyznaczenie wspotrzednych osi
toru, pozwalajacych na jej wytyczenie
w terenie. Okreslanie krzywizny dane-
go uktadu geometrycznego jest wiec
utrudnione, gdyz bezposrednie wyko-
rzystanie wzorow z ukfadu liniowego
jest niemozliwe.

Ponadto z definicji krzywizny wy-
nika koniecznos¢ operowania katami
nachylenia stycznej do uktadu geo-
metrycznego. W przypadku dyspo-
nowania zapisem analitycznym danej
krzywej nie stanowi to oczywiscie zad-
nego problemu. Jednak w rzeczywi-
stym, najczesciej zdeformowanym w
wyniku eksploatacji torze kolejowym
okreslenie wystepujacego potozenia
prostych stycznych jest bardzo utrud-
nione. Natomiast zupetnie inaczej wy-
glada sytuacja w odniesieniu do roz-
ciggnietych cieciw, ktorych potozenie
jest zawsze jednoznacznie ustalone.
Pojawita sie zatem koncepcja, zeby
przy wyznaczaniu krzywizny toru nie
operowac stycznymi lecz odpowiada-
jacymi cieciwami. Zatozono przy tym,
ze dla rozpatrywanych niewielkich od-
cinkow toru styczne i odpowiadajace
cieciwy sg do siebie rownolegte, za$
punkty stycznosci rzutuja sie prosto-
padle na srodek danej cieciwy. Meto-
de ruchomej cieciwy zaprezentowano
po raz pierwszy w pracy [/]. Na rysun-
ku 2 przedstawiono schemat ideowy
wyznaczania krzywizny proponowang
metoda.

Krzywizne k, w danym punkcie toru

1. Schemat ideowy do wyjasnienia pojecia krzywizny
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AO : X
K(Z)EE (3)  wyznacza sie z nastepujagcego wzo-
ru:
\y
%»/
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2. Schemat ideowy metody ruchomej C/ecfwy
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3. Wykresy rzednych krzywizny k(l) wyznaczonych metodq ruchomej cieci-
wy (R =500 m, klotoida |, = 110 m, a=r7/3 rad) [7]

=22 @
I
w ktorym /- oznacza dfugos¢ cieciwy,
zas kat AO, wynika z réznicy katéw na-
chylenia cieciw wyprowadzonych z
punktu i do przodu i do tytu, czyli

A®, =0} -0; (5)

Stosowanie omawianej procedury
wymaga dysponowania wspotrzed-
nymi danej krzywej w uktadzie karte-
zjanskim (zapisanej analitycznie lub w
sposob dyskretny), bowiem wartosci
katow O* 1 O wynikaja ze wspotczyn-
nikéw nachylenia prostych opisuja-
cych obydwie cieciwy.

Weryfikacja metody
na modelowym ukfadzie
geometrycznym

W pracy [7] przeprowadzono wstepna
weryfikacje metody ruchomej cieciwy
na elementarnym ukfadzie geome-
trycznym torow, ztozonym z tuku koto-
wego i dwdch symetrycznie ustawio-
nych krzywych przejsciowych (tego
samego rodzaju i tej samej dtugosci).
Uniwersalny  zapis  matematyczny
takiego ukfadu zostat przedstawio-
ny w pracy [5]. W ramach weryfikadji
zostaty rozpatrzone cztery przypad-
ki — po dwa dla predkosci 120 km/h
i 100 km/h, przy czym zréznicowa-
no rodzaje zastosowanych krzywych
przejsciowych oraz katy zwrotu trasy.
Zastosowano dwa rodzaje krzywych
przejsciowych:

- powszechnie stosowang krzywa

w postaci klotoidy,
- nowa krzywa przejsciowa, zapro-
ponowang w pracy [6].
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Na tok postepowania skfadaty sie dwa
zasadnicze etapy. W pierwszej kolej-
nosci wyznaczono wspotrzedne ko-
lejnych punktéw krzywej, oddalonych
od siebie — w linii prostej — o wartos¢
|_(tj. o dhugos¢ cieciwy). Nie stanowi-
to to problemu dzieki dysponowaniu
rownaniami  poszczegolnych  ele-
mentow geometrycznych. W ramach
prowadzonej weryfikacji przyjeto /.
=5 m. W drugim etapie wyznaczono
krzywizne osi toru z wykorzystaniem
wzorow (4) i (5). Zasadniczy wysitek
koncentrowat sie przy tym na okresle-
niu wartosci katéw 01 O . Narysunku
3 przedstawiono przyktadowy wykres
krzywizny (/) wyznaczony metoda
ruchomej cieciwy dla wybranego
przypadku: promien tuku R = 500 m,
krzywa przejsciowa w postaci klotoidy
o ditugosci/, =110 m, kgt zwrotu trasy
a=m/3rad.

Przeprowadzona weryfikacja —w
petni potwierdzita poprawnos¢ za-
proponowanej metody wyznaczania
krzywizny osi toru. We wszystkich
rozpatrywanych  przypadkach — wy-
kresy krzywizny wykazaty catkowita
zgodnos¢ z wykresami stanowigcymi
podstawe uzyskania odpowiadaja-
Cego rozwigzania geometrycznego.
Na dtugosci tuku kotowego warto$c
krzywizny jest stata i dla nominalne-
go R = 500 m daje wartos¢ wystepu-
jacego promienia réwng 499,9979 m,
niezaleznie od rodzaju zastosowanej
krzywej przejsciowej. Natomiast dla
nominalnego R = 800 m wynikaja-
ca z wyznaczonej krzywizny wartos¢
promienia jest rowna 799,9987 m, dla
obydwu rodzajow krzywych przejscio-
wych.

Jesli chodzi o krzywe przejscio-

500 600 700

1[m]

4. Wykresy rzednych krzywizny k(l) wyznaczonych metodq ruchomej cieci-
wy (R =500 m, nowa krzywa l, = 150 m, a =71/3 rad) [7]

we, to uzyskano modelowy (tj. linio-
wy) przebieg krzywizny dla klotoidy
(rys. 3) oraz wyfagodzong w rejonie
koricowym krzywizne dla nowej krzy-
wej przejsciowej (rys. 4). W przypad-
ku nowej krzywej wystepuje lokalnie
pewne niewielkie zaburzenie w rejo-
nie przejscia z krzywej przejsciowej
w tuk kotowy. Zaburzenie to mozna
tatwo zredukowac poprzez skroce-
nie cieciwy, jednak nie wydaje sie to
celowe z uwagi na utrate mozliwosci
znalezienia granicy pomiedzy krzy-
wa przejsciowg i tukiem kotowym (w
przypadku klotoidy granice te stanowi
punkt zatomu odcinkéw prostych na
wykresie krzywizny).

W pracy [8] podjeto dwie istotne
kwestie szczegdtowe: wptywu dtugo-
$ci cieciwy na uzyskiwane wartosci
krzywizny oraz mozliwosci okreslania
potozenia punktow granicznych po-
miedzy poszczegdlnymi elementami
geometrycznymi. Wptyw  dtugosci
ruchomej cieciwy rozpatrywano -
podobnie jak w pracy [7] — dla ele-
mentarnego ukfadu geometrycznego
wyznaczonego wedtug zasad ana-
litycznej metody projektowania [5].
Przyjeto kat zwrotu trasy a = ni/4 rad
oraz predkos¢ jazdy pociggow V=120
km/h (z ktorej wynika promien tuku
kotowego R = 800 m przy przechyt-
ce na tuku h = 85 mm). Analizowane
warianty wynikaty z rodzaju zasto-
sowanych krzywych przejsciowych.
Dtugosci tych krzywych byty zrézni-
cowane, wynikajgce z koniecznosci
zachowania wartosci dopuszczalnych
odpowiednich parametrow kinema-
tycznych. Przyjeto nastepujace rodza-
je krzywych przejsciowych:

krzywg w postaci klotoidy o dtu-
gosci 105 m,
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krzywa Blossa o dtugosci 150 m,
nowg krzywa przejsciowg [6] o
dtugosci 135 m.

W rozpatrywanych przypadkach war-
tosci krzywizny zostaty wyznaczone
dla przyjetych dtugosci ruchomej cie-
ciwy [_=5m, 10 m i 20 m. Stwierdzo-
no, ze w kazdym z wariantéw wykresy
rzednych krzywizny pokrywaja sie ze
soba. Na rysunku 5 pokazano przykta-
dowe wykresy uzyskane dla krzywej
Blossa.

Oznacza to, ze w zakresie | =5 +
20 m dtugos¢ cieciwy nie odgrywa
istotnej roli przy wyznaczaniu krzy-
wizny i nie stwarza ograniczenia dla
stosowania omawianej metody. Jed-
noczesnie zwraca uwage precyzja
okreslenia charakteru krzywizny oraz
zgodnos¢ z przebiegiem teoretycz-
nym na krzywych przejsciowych. Obie
krzywe przejsciowe w postaci klotoidy
maja krzywizne liniowa, krzywe Blos-
sa — krzywizne w postaci litery S, za$
krzywe [6] — krzywizne wygtadzona
w rejonach korcowych. Stosunkowo
niewielkie niezgodnosci  rzednych
krzywizny wystepuja jedynie w rejo-
nach przejscia z odcinkéw prostych na
krzywe przejsciowe oraz z krzywych
przejsciowych na tuk kotowy.

Poniewaz — jak wykazano — wyzna-
czenie krzywizny na dtugosci toru nie
stanowi specjalnego problemu, pozo-
staje do wyjasnienia kwestia lokalizacji
miejsc potgczenia elementdw geome-
trycznych — odcinkdw prostych z krzy-
wymi przejsciowymi oraz krzywych
przejsciowych z tukami kotowymi.
Moze sie to okazac szczegdlnie istotne
7 praktycznego punktu widzenia.

Przeprowadzona analiza wykazata,

0.0014
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0.0010
0.0008
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0.0004

K [rad/m]

0.0002
0.000f

30802 ©
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5. Wykresy rzednych krzywizny k() dla przyjetych dtugosci ruchomej cieciwy
[.=5m, 10mi20m (a=rn/4rad, R =800 m, kizywa Blossa |, = 150 m) [8]
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7e w przypadku modelowych (teore-
tycznych) ukfadow geometrycznych
dtuga cieciwa (I = 20 m) nie moze
by¢ wykorzystywana do osiggniecia
zamierzonego celu. Cieciwa o dtugo-
sci[ =5 m jest odpowiednia jedynie
przy stosowaniu krzywej Blossa. Dla
klotoidy i nowej krzywej nalezy zasto-
sowac cieciwe jeszcze krotsza, tj. | =2
m. Na rysunkach 6 i 7 przedstawiono
odpowiednie wykresy krzywizny «(/)
w rejonie przejscia z tuku kotowego na
krzywg przejsciowa w postaci klotoidy
oraz w rejonie przejscia z tej krzywej
na prosta. Kolorem czerwonym ozna-
czono krzywizne teoretyczng.

Poszukiwana  warto$¢  odcietej
punktu potaczenia na rysunku 6 wy-
nosi [ = 6283185 m, a na rysunku 7
—1=733,3185 m. Jak wida¢, cieciwa o
dtugosci /= 2 m jest bliska uzyskania
takich wiasnie wartosci. Z przeprowa-
dzonej analizy wynika, ze w metodzie
ruchomej cieciwy okreslenie pofoze-
nia punktéw granicznych pomiedzy
poszczegdlnymi elementami geome-
trycznymi jest mozliwe, przy czym
wymagana dtugos¢ cieciwy musi
by¢ dostosowana do rodzaju krzywej
przejsciowe.

W pracy [9] wskazano na uniwersal-
nos¢ omawianej metody — mozliwos¢
stosowania w odniesieniu zarowno
do pfaszczyzny poziomej, jak tez pio-
nowej. Skupiono sie na podstawach
obliczeniowych, dotyczacych katow
nachylenia ruchomej cieciwy. Analize
katéw nachylenia w pfaszczyznie po-
ziomej przeprowadzono w ukfadzie
wspotrzednych prostokatnych x,
na elementarnym uktadzie geome-
trycznym toréw, ztozonym z tuku ko-
towego o promieniu 1000 m i dwdch

symetrycznie ustawionych krzywych
przejsciowych w postaci klotoidy o
dtugosci 150 m. Przyjecie wartosci
przechytki h, = 105 mm pozwala na
uzyskanie predkosci jazdy pociaggéw
V' =140 km/h. Rozpatrzono trzy przy-
padki szczegdlne, réznigce sie wyste-
pujacym katem zwrotu trasy: a = 11/8
rad, /4 rad i /2 rad. W ramach pro-
wadzonej analizy przyjeto dtugosc¢
cieciwy | =5m.

Wartosci krzywizny wynikaja z réz-
nicy katow nachylenia cieciw wypro-
wadzonych z punktu i - do przodu 6",
i do tytu @, Na rysunku 8 pokazano
wykresy obydwu tych katow na dtu-
gosci rozpatrywanego uktadu geo-
metrycznego dla kata zwrotu trasy a =
n/8rad. Wyraznie widac, ze na dtugosci
tuku kotowego (w Srodkowej czesci)
utrzymuje sie ustalona odlegto$¢ po-
miedzy obydwoma wykresami (czyli
sq one do siebie rownolegte). Dzielgc
statg wartosc réznicy katow przez diu-
gos¢ cieciwy, otrzymuje sie statg war-
tos¢ krzywizny. Na dhugosci krzywych
przejsciowych roznica katow maleje
do wartosci zerowej na odcinkach
prostych; w rozpatrywanym przypad-
ku prowadzi to do uzyskania liniowej
krzywizny.

Jak  stwierdzono, analogicznie
ksztattuje sie sytuacja w przypadku
katéw a = n/4 rad i n/2 rad — warto-
sci katéw nachylenia ruchomej cie-
ciwy sg tym wieksze im wieksze jest
a. W rozpatrywanych przypadkach
rzad wielkosci katow Oi O, dla po-
szczegoélnych a rézni sie zdecydowa-
nie (wynosi od 0,1 do 0,7 rad), jednak
réznice odpowiednich katéw sg takie
same. Na tuku kotowym o promieniu
1000 m wynoszg one 0,005 rad, wy-

—lc=5m

—lc=10m

lc=20m

100 200 300 400 500 600 700 800 900

1m]

6. Wykresy rzednych krzywizny k(l) w rejonie przejscia z tuku kofowego na
krzywaq przejsciowq w postaci klotoidy dla przyjetych dtugosci ruchomej

cieciwy | =2m,5mi10m (a=mn/4rad,R=800m,l =105m)[8]
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7. Wykresy rzednych krzywizny k() w rejonie przejscia z krzywej przejsciowej
w postaci klotoidy na prostq dla przyjetych dtugosci ruchomej cieciwy Ic = 2
m,5mil0m (a=mn/4rad,R=800m,l =105m)[8]

znaczajac krzywizng réwng 0,001 ra-
d/m. Tak wiec, dla tuku kotowego w
ptaszczyZznie poziomej wartosci katéw
nachylenia ruchomej cieciwy zaleza
od promienia tuku i kata zwrotu trasy,
natomiast réznica katéw nachylenia
jest uzalezniona wytgcznie od promie-
nia tuku.

Z formalnego punktu widzenia nic
nie stoi na przeszkodzie, zeby metoda
ruchomej cieciwy mogta by¢ stosowa-
na réwniez do wyznaczania krzywizny
pionowej. Analize katéw nachylenia
ruchomej cieciwy w ptaszczyznie pio-
nowej przeprowadzono na ukfadzie
geometrycznym ztozonym z dwoch
symetrycznie ustawionych odcinkéw
o jednostajnym pochyleniu réwnym
2,5%0 i tuku kotowego o promieniu
10000 m. Dysponujac wspotrzedny-
mi poszczegdlinych punktéw wyzna-
czajacych konce ruchomej cieciwy,
dla kazdego punktu i wyznaczono
wartosci katéw nachylenia obydwu
stykajacych sie cieciw. Na rysunku 9
przedstawiono uzyskany wykres rzed-
nych krzywizny pionowej k (/) wyzna-
czonych metodg ruchomej cieciwy o
dtugosci/ =5m.

Podobnie jak dla ptaszczyzny pozio-
mej, w centralnej czesci rysunku 9 (t.
na tuku kofowym) wystepuje catkowi-
ta zgodnos¢ z rozwigzaniem modelo-
wym — krzywizna tuku kotowego jest

0.00002
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-0.00006

wv [rad/m]

-0.00008

-0.00010

745 750 6145

wartoscig statg, réwng 0,0001 rad/m.
W rejonach skrajnych wystepuje nato-
miast zmienno$¢ krzywizny, ktora jest
niewatpliwie zwigzana z dtugoscia
przyjetej cieciwy. Dlatego tez prze-
prowadzono odpowiednie obliczenia
rowniez dla cieciwy o dtugosci 2 m,
uzyskujac radykalne skrécenie stref
przejsciowych.

Wartosci krzywizny pionowej wyni-
kaja z réznicy katéw nachylenia cieciw
O',i O, wyprowadzonych z punktu
i. Na rysunku 10 pokazano wykresy
tych katéw na dtugosci uktadu geo-
metrycznego dla dtugosci cieciwy | =
5m.

Jak wida¢, podobnie jak w przypad-
ku ptaszczyzny poziomej, na dtugosci
tuku kotowego utrzymuje sie ustalo-
na odlegto$¢ pomiedzy obydwoma
wykresami (na odcinkach skrajnych
spada ona do zera). Dzielgc stafg war-
to$¢ roznicy katdw, wynoszacg 0,0005
rad, przez dtugos¢ cieciwy, otrzymuje
sie stafg wartos¢ krzywizny tuku pio-
nowego Kk, = 0,0001 rad/m. Wartos¢
roznicy katow w plaszczyznie pozio-
mej dla takiej samej dtugosci cieciwy
wynosifa na tuku kotowym 0,005 rad.

Podsumowujac, nalezy stwierdzi¢,
ze analogicznie jak w ptaszczyznie po-
ziomej promien tuku pionowego jest
jedynym  czynnikiem  okreslajagcym

0.003

40 50 60

-0.00012
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9. Wykres krzywizny pionowej k (I) na dfugosci uktadu geometrycznego
ztozonego z dwdch odcinkéw o jednostajnym pochyleniu réwnym 2,5%o i
fuku kofowego o promieniu 10000 m (diugosc cieciwy | = 5m) [9]
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8. Wykresy kqtéw nachylenia cieciw wyprowadzonych z punktu i — do
przodu @*l, idotytu @'/ dla wybranego uktadu (promieri tuku kofowego
R = 1000 m, krzywe przejsciowe w postaci klotoidy o dtugoscil, = 150 m, kqt
zwrotu trasy a = /8 rad) [9]

wartos¢ réznicy katéw nachylenia ru-
chomej cieciwy. Nalezy jednak wzigc
pod uwage, ze w przypadku tuku
kotowego w pftaszczyZnie pionowej
wartosci katéw nachylenia ruchome;j
cieciwy sg znacznie mnigjsze niz ma
to miejsce w ptaszczyZnie poziomej,
CO jest zwigzane z zakresem stosowa-
nych promieni tukéw.

Okreslenie mozliwosci
aplikacyjnych

Przeprowadzona weryfikacja meto-
dy ruchomej cieciwy na modelowym
uktadzie geometrycznym miata w
gruncie rzeczy charakter poznawczy.
Potwierdzita ona poprawno$¢ mery-
toryczna omawianej metody, jednak
kluczowa kwestig pozostaje jej wyko-
rzystanie do wyznaczania poziomej
krzywizny osi eksploatowanego toru
kolejowego, na podstawie wspodtrzed-
nych kartezjanskich uzyskanych na
drodze przeprowadzonych pomiaréw
bezposrednich. W pomiarach tych
rozpatrujemy ukfad geometryczny o
nieznanych charakterystykach i nie
mamy mozliwosci operowania zapi-
sem matematycznym. Zatem podsta-
wowy problem dotyczy¢ tutaj bedzie
wyznaczania wspotrzednych koncow
obydwu cieciw poprzez interpolacje

—ov ()

—ov (4

I [m]

10. Wykresy kqtow nachylenia cieciw w ptaszczyznie pionowej wypro-
wadzonych z punktu i - do przodu ©* i dotylu ©* dlal.=5m (dwa
symetrycznie ustawione odcinki o jednostajnym pochyleniu réwnym 2,5%o,

promieri tuku kotowego R = 10000 m) [9]
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11. Przebieg trasy na rozpatrywanym odcinku testowym

przeprowadzong w odpowiednich
przedziatach. Po okresleniu katow ©,
i O, wartosci krzywizny - tak jak po-
przednio — wyznacza sie za pomoca
wzorow (4) i (5). Caty tok postepowa-
nia ma charakter sekwencyjny i pole-
ga na wykorzystaniu odpowiednich
wzoréw obliczeniowych.

Praktyczne wykorzystanie metody
ruchomej cieciwy zostato zaprezento-
wane na przyktadzie przeprowadzo-
nej estymacji krzywizny dla odcinka
testowego linii kolejowej o dtugosci
okoto 1200 m. Wspotrzedne kartezjan-
skie tego odcinka zostaty wyznaczone
w odstepach okoto 5 m, a maksymal-
ny btad tej operacji wynidst £25 mm.

Na rysunku 11 przedstawiono prze-
bieg rozpatrywanej trasy w lokalnym
uktadzie wspotrzednych. Jak widag,
wystepujg na niej dwa odcinki proste
oraz tuk kotowy (zapewne z krzywymi
przejsciowymi). Poza tym stwierdze-
niem rysunek 11 niewiele nam mowii.
Aby mozna byto dokonac petnej iden-
tyfikacji danego uktadu geometrycz-
nego, nalezy wyznaczy¢ wystepujaca
krzywizne osi toru (rys. 12). Przyjeto
dtugosc ruchomej cieciwy /=20 m.

Uzyskany wykres krzywizny pozio-
mej dla pomierzonego toru kolejowe-
go rézni sie wyraznie od wykreséw dla
uktadéw modelowych, ktére zostaty
przedstawione w pracach [7-9]. Ma
on charakter oscylacyjny, co wynika z
wystepujgcych deformacji toru oraz
btedu pomiarowego. Jak sie jednak
okazuje, z punktu widzenia praktycz-
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nego wykorzystania tego wykresu (do
identyfikacji uktadu geometrycznego)
nie ma to jednak znaczenia. Tak jak
w przypadku ukfadéw modelowych,
wykres k(/) na rysunku 12 sktada sie z
elementéw dwojakiego rodzaju:
odcinkow  oscylujacych  wokot
przebiegu poziomego, ktére opi-
sujg krzywizne o ustalonej war-
tosci (rownej zero na prostych
odcinkach toru i niezerowej na
tukach kotowych), oraz
odcinkow  oscylujacych  wokot
przebiegu liniowego (czyli pro-
stych nachylonych do osi /), ktére
opisuja zmienng krzywizne wy-
stepujaca na krzywych przejscio-
wych.

Na podstawie tego wykresu mozna
wyznaczy¢ wartos¢ promienia tuku
kotowego i dtugosci krzywych przej-
sciowych, a takze lokalizacje punktow
charakterystycznych (lezacych na po-
taczeniach odcinkdw prostych z krzy-
wymi przejsciowymi oraz krzywych
przejsciowych z tukiem kotowym).
Przyjmuje sie, ze krzywizna toru na
odcinkach prostych jest réwna zeru, a
wystepujace tam zaburzenia na wy-
kresie krzywizny sg wynikiem istnieja-
cych deformacji i btedu pomiarowe-
go. Z zaznaczonego zakresu wartosci
krzywizny bezspornie nalezacych do
tuku kotowego jest wyznaczana $red-
nia arytmetyczna «,, ;jej odwrotnos¢
okredla  wartos¢  promienia:

1200

I[m]

12. Wykres krzywizny k(l) na dtugosci uktadu geometrycznego pokazanego na
rysunku 11 uzyskany z wykorzystaniem metody ruchomej cieciwy (1= 20m)

1

KLK

R

I

©)

Uzyskang za pomocg wzoru (6) war-
to$¢ nalezy odpowiednio zaokragli¢
(do petnych metrow) i nastepnie wy-
korzystywac w dalszej procedurze ob-
liczeniowej. W rozpatrywanym przy-
padku dla pierwszego tuku kotowego
otrzymano srednig

K =-0,001136691 rad/m, co od-
powiada wartosci promienia R =
879,74625 m. Mozna wiec przyja¢ do
dalszych obliczer promier 880 m.

Po obu stronach tuku kotowego wy-
stepuja krzywe przejsciowe. Przykfa-
dowo, na koncu prostej P1, potozonej
7 lewej strony na rysunku 12, znajduje
sie poczatek krzywej przejsciowej KP1,
taczacej te prosta z tukiem kotowym. Z
kolei na poczatku prostej P2 z prawej
strony tegoz tuku, jest zlokalizowany
poczatek krzywej przejsciowej KP2.
Konce obydwu krzywych, czyli punkty
KKP1 i KKP2, wyznaczaja — odpowied-
nio — poczatek i koniec tuku kotowego.

Aby wyznaczy¢ wspotrzedne linio-
we wymienionych punktow charakte-
rystycznych, nalezy okresli¢ wspot-
czynniki  prostych  najmniejszych
kwadratéw, opisujacych rejony wykre-
su k() o zmiennych wartosciach krzy-
wizny. Proste najmniejszych kwadra-
tow wyznaczaja wspotrzedne liniowe
ich punktéw przeciecia z wykresami
krzywizny na odcinkach prostych toru
(gdzie krzywizna k = 0) i odcinkach

tuku kotowego (gdzie krzywizna k =
Kk )

Z wartosci wyznaczonych wspot-
rzednych [, il wynika w sposob
bezposredni dtugos¢ krzywej przej-

Sciowej KP1.

l l

xe1 = Lixer = Lpxpr

)
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Natomiast z wartosci wyznaczonych
wspotrzednych /i ], mozna okre-

sli¢ dtugosc krzywej przejsciowej KP2.

[ [

kp2 = Lpkpa = Lxxpo (8)
Dane liczbowe wynikajace ze wzoréw
(6) + (8) oraz odpowiednie wspot-
rzedne kartezjanskie wyznaczonych
punktéw charakterystycznych w petni
identyfikujg pomierzony ukfad geo-
metryczny. Nowa metoda wyznacza-
nia krzywizny w petni tutaj potwierdza
swojg przydatnosc. Wystepujgce oscy-
lacje na uzyskanym wykresie krzywi-
zny nie przeszkadzaja przy oszaco-
waniu podstawowych parametrow
geometrycznych pomierzonego ukfa-
du.

Kwestia wykorzystania kata
kierunkowego trasy

Okreslane w ramach procedury wy-
znaczania krzywizny w punkcie po-
miarowym | wartosci katow nachy-
lenia obydwu - wyprowadzonych z
tego punktu — wirtualnych cieciw do
osi odcietych odpowiedniego uktadu
wspotrzednych prostokatnych mozna
jednoczesnie interpretowac jako katy
kierunkowe trasy. Nie dotyczg one
danego punktu pomiarowego, lecz
punktow oddalonych od punktu i do
przodu i do tytu o warto$¢ odpowia-
dajacg pofowie dtugosci ruchomej
cieciwy. Aby mozna byto sporzadzic
wykresy zaleznosci O(/) — osobno dla
kazdej cieciwy, nalezatoby wyznaczyc
wspotrzedne liniowe tych punktow, co
wymagatoby jednak przeprowadzenia
dodatkowej procedury obliczeniowej.
Jednak jak sie okazuje, problem ten
mozna rozwigzac¢ w znacznie prostszy
sposob, wykorzystujac katy nachyle-
nia obydwu cieciw. Katy te pozwalajg
bowiem na bezposrednie okreslenie
kata kierunkowego trasy w punkcie j,
jako wartosci ich sredniej arytmetycz-
nej.
0 +0;
0 == )
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Mozna przyjac, ze kat O jest jedno-
czesnie katem nachylenia stycznej
do uktadu geometrycznego w da-
nym punkcie pomiarowym. Gdyby
byt znany jego zapis analityczny w
postaci funkcji ©(/), mozna by byto
wyznaczy¢ krzywizne ze wzoru (2).
Poniewaz jednak na podstawie da-
nych pomiarowych takiego zapisu nie
da sie w sposéb scisty wyznaczy¢ dla
wystepujacych na wykresie O(/) odcin-
kéw nieliniowych, trzeba ograniczy¢
whnioskowanie do rejondéw, na ktorych
empiryczny wykres O()) ma charak-
ter liniowy. Odcinki poziome (gdzie
wartos¢ pochodnej jest zerowa) od-
powiadajg prostym odcinkom trasy,
natomiast odcinki o ustalonym nachy-
leniu — tukom kotowym (na ktérych
pochodna jest wartoscig statg i mozna
z niej okresli¢c warto$¢ promienia jako
odwrotnos$c wystepujacej krzywizny).

Wykorzystujac te same dane obli-
czeniowe CO przy wyznaczaniu krzy-
wizny (czyli wartosci katéw O i O,),
sporzadzono wykres kata kierunko-
wego trasy pokazanej na rysunku 11,
wyznaczonego za pomocg wzoru (10).
Wykres ten zostat przedstawiony na
rysunku 13.

Wykres kata kierunkowego na ry-
sunku 13 potwierdza spostrzezenia
wynikajace z wykresu krzywizny na
rysunku 12, dotyczace charakterystyki
rozpatrywanego uktadu geometrycz-
nego. Daje on 0gdlng orientacje doty-
czacq lokalizacji wystepujacych odcin-
kéw prostych i tukéw kotowych (gdzie
wykres ma charakter liniowy). Nieokre-
slony (tj. nieliniowy) charakter wykresu
na obydwu krzywych przejsciowych
sprawia, ze nie jest mozliwe okreélenie
potozenia punktéw granicznych po-
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miedzy poszczegdlnymi elementami
geometrycznymi, co w danym przy-
padku stanowi kwestie kluczowa. Taka
sytuacja (oraz zwigzana z tym nie-
znajomos¢ dtugosci krzywych przej-
sciowych) powoduje, ze wiarygodna
identyfikacja uktadu geometrycznego
okazuje sie nieskuteczna. Przy wyko-
rzystywaniu informacji wynikajacych
z wykresu krzywizny (rys. 12), sprawa
wyglada zupetnie inaczej, zatem nie
ma potrzeby, zeby promowac wy-
korzystywanie podejscia nie w petni
wartosciowego z punktu widzenia
praktyki inzynierskiej.

Nalezy jeszcze wspomnie¢, ze
ostatnio — w ramach prac naukowych
— zostata podjeta proba wykorzysta-
nia wykresu kata kierunkowego do
wyznaczania krzywizny osi toru oraz
- w konsekwencji — do identyfikacji
uktadu geometrycznego. Estymacja
krzywizny na krzywych przejsciowych
odbywa sie tutaj w sposéb przyblizo-
ny — albo przez numeryczne réznicz-
kowanie nieliniowego fragmentu wy-
kresu O(/), albo poprzez aproksymacje
punktéw tego wykresu za pomoca
funkcji kwadratowej (w celu uzyskania
przewidywanej krzywizny liniowej).
Oczywiscie, nie ma przy tym mozli-
WOoscCi precyzyjnego okreslenia poto-
zenia punktéw granicznych, zatem
przyblizony charakter majg réwniez
wyznaczone parametry geometrycz-
ne. Sporzadzony na podstawie tych
parametrow uktad geometryczny nie
pokryje sie zatem z uktadem pomie-
rzonym, a przeciez zgodnos¢ ukfadu
modelowego z pomierzonym stanowi
O poprawnosci zastosowanej metody
identyfikacji osi toru.

1200
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13. Wykres kqta kierunkowego na dtugosci uktadu geometrycznego pokazanego na rysunku 11,
uzyskany z wykorzystaniem metody ruchomej cieciwy (.= 20 m)
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Podsumowanie

Wyznaczenie podstawowych parame-
trow geometrycznych trasy kolejowej
w ptaszczyznie poziomej (tj. okreslanie
potozenia i dtugosci odcinkéw pro-
stych, potozenia tukdw kotowych wraz
z okre$leniem ich promienia i dtugosci
oraz potozenia krzywych przejscio-
wych wraz z okresleniem ich rodzaju
i dtugosci) odbywa sie najczesciej na
podstawie pomierzonych strzatek od
cieciwy rozciggnietej wzdtuz toru. Li-
nie odniesiona stanowig tutaj kierun-
ki ustawienia cieciwy, ktore sie stale
zmieniajg. Wykorzystywanie strzatek
poziomych bierze sie z braku metody
bezposredniego wyznaczania krzywi-
zny osi toru.

Z definicji krzywizny wynika ko-
niecznos¢ operowania katami nachy-
lenia stycznej do uktadu geometrycz-
nego. W rzeczywistym, odtworzonym
na drodze pomiaréw torze kolejowym
okreslenie wystepujacego potozenia
prostych stycznych jest bardzo utrud-
nione. Pojawita sie zatem koncepdja,
zeby przy wyznaczaniu krzywizny toru
nie operowac stycznymi lecz odpo-
wiadajacymi cieciwami. W ten sposob
powstata idea nowej metody wyzna-
czania krzywizny osi toru, polegajaca
na wykorzystywaniu wystepujacej w
danym punkcie réznicy katéw nachy-
lenia cieciwy o ustalonej dtugosci

W niniejszej pracy przedstawiono
podsumowanie  dotychczasowych
dziatan dotyczgcych weryfikacji zapro-
ponowanej metody wyznaczania krzy-
wizny (tzw. metody ruchomej cieciwy)
na jednoznacznie zdefiniowanym mo-
delowym uktadzie geometrycznym
toréw, wyznaczonym zgodnie z zasa-
dami analitycznej metody projekto-
wania [5]. Pokazano uzyskane wykresy
krzywizny dla kilku rozpatrywanych
przypadkow, w ktérych zréznicowano
predkosci jazdy pociggdw, rodzaje za-
stosowanych krzywych przejsciowych
oraz katy zwrotu trasy. Wyjasniono
kwestie lokalizacji miejsc potaczenia
elementéw geometrycznych — odcin-
kow prostych z krzywymi przejscio-
wymi oraz krzywych przejsciowych z

tukami kotowymi, co moze sie okazac
szczegdlnie istotne z praktycznego
punktu widzenia. Skupiono sie takze
na podstawach obliczeniowych oma-
wianej metody, dotyczacych katow
nachylenia ruchomej cieciwy. Wska-
zano roéwniez na jej uniwersalnos¢ —
mozliwos¢ stosowania w odniesieniu
zarbwno do ptaszczyzny poziomej, jak
tez pionowej. Przeprowadzona analiza
wykazata petna zgodnosc¢ uzyskanych
wykresow  krzywizny z  wykresami
stanowigcymi  podstawe  uzyskania
odpowiadajgcego rozwigzania geo-
metrycznego. Dotyczyto to zarbwno
odcinkow tuku kotowegqo, jak tez rejo-
néw krzywych przejsciowych.

Nastepnie podjeto kwestie kluczo-
wa — wykorzystania metody ruchome;j
cieciwy do wyznaczania poziomej
krzywizny osi eksploatowanego toru
kolejowego, na podstawie wspotrzed-
nych kartezjanskich uzyskanych na
drodze przeprowadzonych pomiaréw
bezposrednich. Stwierdzono, ze wy-
kresy krzywizny sporzadzone na pod-
stawie danych pomiarowych réznig sie
wyraznie od wykresow dla uktadow
modelowych — maja mniej regularny,
oscylacyjny charakter, co wynika z wy-
stepujacych deformacji toru oraz bte-
du pomiarowego. Nie przeszkadza to
jednak przy oszacowaniu podstawo-
wych parametréw geometrycznych
pomierzonego ukfadu. Na podstawie
wykresu krzywizny mozna wyznaczy¢
warto$¢ promienia tuku kotowego i
dtugosci krzywych przejsciowych, a
takze lokalizacje punktéw charaktery-
stycznych. Nowa metoda wyznacza-
nia krzywizny w petni tutaj potwierdza
swojg przydatnosc.

Ogdlng orientacje dotyczaca loka-
lizacji wystepujacych odcinkéw pro-
stych i tukéw kotowych daje wykres
kata kierunkowego trasy, ktéry moze
by¢ fatwo okreslony w ramach proce-
dury wyznaczania krzywizny. Jednak
nieokreslony (tj. nieliniowy) charakter
tego wykresu na krzywych przejscio-
wych sprawia, Zze nie jest moZliwe
okreslenie potozenia punktéw gra-
nicznych pomiedzy poszczegdlnymi
elementami geometrycznymi (a wiec

ﬁrzeglqd komunikacyjny

rowniez dtugosci  krzywych przej-
sciowych). Taka sytuacja powoduje,
7e wiarygodna identyfikacja uktadu
geometrycznego na podstawie kata
kierunkowego okazuje sie nieskutecz-
na. Przy wykorzystywaniu informacji
wynikajgcych z wykresu  krzywizny
sprawa wyglada zupetnie inaczej, za-
tem nie ma potrzeby, zeby promowac
wykorzystywanie podejscia nie w pet-
ni wartosciowego z punktu widzenia
praktyki inzynierskiej. «
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