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Wprowadzenie

Pomiary geodezyjne służące określa-
niu i ocenie kształtu osi toru stanowią 
podstawę do wyznaczenie podstawo-
wych parametrów geometrycznych 
trasy. W odniesieniu do płaszczyzny 
poziomej parametrami tymi są:
• położenie i długości odcinków 

prostych,
• położenie łuków kołowych wraz z 

określeniem ich promienia i dłu-
gości,

• położenie krzywych przejścio-
wych wraz z określeniem ich ro-
dzaju i długości.

Na podstawie tych danych staje się 
możliwe ustalenie maksymalnej pręd-
kości jazdy pociągów oraz – co wydaje 
się być sprawą podstawową – uzyska-
nie danych do zaprojektowania regu-
lacji osi toru.
 Stosowane metody pomiarowe 
mają bardzo długą tradycję i chociaż 
podlegają różnym innowacjom, ce-
chuje je duża pracochłonność i zwią-
zana z tym konieczność ponoszenia 
znacznych nakładów fi nansowych. 
Zasady przeprowadzania pomiarów 
są podobne w różnych zarządach ko-
lejowych [1-4, 10-12, 14]. Zgodnie z 
przepisami obowiązującymi w Polsce 

[13], pomiar odcinków prostych doko-
nuje się metodą rzędnych i odciętych 
wzdłuż linii pomiarowych, z wykorzy-
staniem stosownej osnowy geodezyj-
nej. Pomiary na łuku obejmują pomiar 
strzałek poziomych odniesionych do 
cięciwy wyznaczonej przez oś celową 
teodolitu (tzw. metoda bezpośrednia) 
lub znaków regulacji osi toru (metoda 
pośrednia). 
 Bardziej nowoczesny system pomia-
rowy stanowi tachimetr umieszczony 
na wózku, pozwalający dodatkowo na 
wykonanie pomiaru pochylenia toru 
(za pomocą inklinometru) i pomiaru 
jego szerokości. Radykalną poprawę 

Streszczenie: W pracy podjęto kwestię wyznaczania krzywizny osi toru kolejowego w celu stworzenia możliwości określenia charakterystyk 
geometrycznych pomierzonej trasy. Wykorzystano przy tym nową koncepcję wyznaczania krzywizny metodą zmiany kątów nachylenia 
ruchomej (wirtualnej) cięciwy, na podstawie znajomości współrzędnych kartezjańskich danego rejonu trasy. Weryfi kacja zaproponowanej 
metody, przeprowadzona na jednoznacznie zdefi niowanych modelowych układach geometrycznych torów, wykazała całkowitą zgodność 
uzyskanych wykresów krzywizny z wykresami stanowiącymi podstawę uzyskania odpowiadającego rozwiązania geometrycznego. Zastoso-
wanie metody ruchomej cięciwy do wyznaczania krzywizny eksploatowanego toru kolejowego wykazało, że uzyskane wykresy krzywizny 
różnią się wyraźnie od wykresów dla układów modelowych; mają one mniej regularny, oscylacyjny charakter, co wynika z występujących 
deformacji toru oraz błędu pomiarowego. Nie przeszkadza to jednak, żeby na takiej podstawie można było oszacować podstawowe para-
metry geometryczne pomierzonego układu. 

Słowa kluczowe: Droga kolejowa; Krzywizna osi toru; Wery< kacja nowej metody obliczeniowej; Określenie możliwości aplikacyjnych

Abstract: The paper adresses the issue of determining the curvature of the axis of the railway track in order to enable the determination of 
the geometrical characteristics of the measured route. A new concept of determining the curvature was used by the method of changing 
the angles of inclination of a moving (virtual) chord based on the knowlege of the Cartesian coordinates of a given region of the route. The 
verifi cation of the proposed method, carried out on unambiguosly defi ned model geometric track layouts, showed the complete agreement 
of the obtained curvature diagrams with the diagrams constituting the basis for obtaining the corresponding geometric solution. The use of 
the moving chord method to determine the curvature of the operated railway track showed that the obtained curvature plots clearly diff er 
from those for model layouts; they have a less regular, oscillating character, which results from the track deformation and measurement error. 
However, this does not prevent the possibility of estimating the basic geometrical parameters of the measured layout on this basis. 

Keywords: Railroad; Curvature of the track axis; Veri< cation of a new calculation method; Determination of application possibilities 

The moving chord method for determining the curvature 
of the track axis

Władysław Koc 

Prof. dr hab. inż. 

Politechnika Gdańska

kocwl@pg.edu.pl

Metoda ruchomej cięciwy do wyznaczania 
krzywizny osi toru



24

p r z e g l ą d   k o m u n i k a c y j n y 4-5 / 2022

Infrastruktura transportu szynowego

istniejącej sytuacji powinna zapewnić 
rozwijana w Polsce od kilkunastu lat 
metoda mobilnych pomiarów sate-
litarnych [15]. Polega ona na ciągłej 
rejestracji współrzędnych osi toru za 
pomocą odbiorników GNSS zainsta-
lowanych na poruszającej się platfor-
mie pomiarowej oraz wykorzystaniu 
zebranych danych pomiarowych w 
odpowiednich algorytmach oblicze-
niowych.
 Przy identyfi kacji pomierzonego 
układu geometrycznego na podsta-
wie przeprowadzonych pomiarów 
nasuwa się w pierwszym rzędzie roz-
wiązanie polegające na określeniu 
występującej krzywizny. W praktyce 
inżynierskiej identyfi kację charakte-
ru krzywizny poziomej występującej 
w danym układzie geometrycznym 
toru przeprowadza się najczęściej w 
sposób pośredni – na podstawie po-
mierzonych strzałek od cięciwy rozcią-
gniętej wzdłuż toru. Metoda wykresu 
strzałek jest wciąż bardzo popularna 
na kolei, gdyż właściwie nie ma dla 
niej innej alternatywy. Ponieważ wy-
kres strzałek jest bardzo podobny do 
wykresu krzywizny, niektórzy traktują 
tę metodę jako sposób wyznaczania 
krzywizny toru. Z formalnego punktu 
widzenia jest to oczywiście nieuza-
sadnione. Ponadto należy uwzględnić 
fakt, że sporządzony wykres strzałek 
pokazuje co prawda wartości pomie-
rzonych strzałek poziomych, jednak 
nie są na nim określone kierunki, w 
których te strzałki są mierzone. Linię 
odniesiona stanowią tutaj bowiem 
kierunki ustawienia cięciwy, które się 
stale zmieniają. Należy zaznaczyć, że 
pomiar strzałek (poziomych i piono-
wych) stanowi od wielu lat podstawę 

metod diagnostycznych odnoszących 
się do oceny stanu geometrycznego 
torów kolejowych. 
 W niniejszej pracy przedstawiono 
nową metodę wyznaczania krzywizny 
na podstawie znajomości współrzęd-
nych kartezjańskich osi toru kolejowe-
go. Metoda ta polega na wykorzysta-
niu wartości zmiany kąta nachylenia 
cięciwy na długości układu geome-
trycznego. Została ona określona mia-
nem „metody ruchomej cięciwy”.

Idea metody ruchomej cięciwy

Krzywizna toru jest określana na jego 
długości l, w liniowym układzie współ-
rzędnych. Miarą zakrzywienia trasy 
jest stosunek kąta, o jaki zmienia się 
kierunek osi podłużnej pojazdu po 
przebyciu pewnego łuku, do długości 
tegoż łuku (rys. 1). Krzywizną krzywej 
K w punkcie M nazywamy granicę, do 
której dąży stosunek kąta ostrego ∆Θ 
zawartego między stycznymi do krzy-
wej K w punktach M i M

1
 do długości 

łuku ∆l, gdy punkt M
1
 dąży po krzywej 

K do punktu M.

lim
l l

κ
∆ →∞

∆Θ
=

∆
    (1)

Jeśli znany jest analityczny zapis funk-
cji Θ(l) , wówczas obowiązuje wzór

( ) ( )
d

l l
dl

κ = Θ     (2)

Praktyczny sposób określania krzywi-
zny (dla niedużych wartości ∆l) polega 
na wykorzystaniu wzoru uproszczone-
go:

( )l
l

κ
∆Θ

≅
∆

    (3)

Projektowanie układu geometrycz-
nego wymaga jednak operowania w 
kartezjańskim układzie współrzęd-
nych. W wyniku tego procesu nastę-
puje wyznaczenie współrzędnych osi 
toru, pozwalających na jej wytyczenie 
w terenie. Określanie krzywizny dane-
go układu geometrycznego jest więc 
utrudnione, gdyż bezpośrednie wyko-
rzystanie wzorów z układu liniowego 
jest niemożliwe.
 Ponadto z defi nicji krzywizny wy-
nika konieczność operowania kątami 
nachylenia stycznej do układu geo-
metrycznego. W przypadku dyspo-
nowania zapisem analitycznym danej 
krzywej nie stanowi to oczywiście żad-
nego problemu. Jednak w rzeczywi-
stym, najczęściej zdeformowanym w 
wyniku eksploatacji torze kolejowym 
określenie występującego położenia 
prostych stycznych jest bardzo utrud-
nione. Natomiast zupełnie inaczej wy-
gląda sytuacja w odniesieniu do roz-
ciągniętych cięciw, których położenie 
jest zawsze jednoznacznie ustalone. 
Pojawiła się zatem koncepcja, żeby 
przy wyznaczaniu krzywizny toru nie 
operować stycznymi lecz odpowiada-
jącymi cięciwami. Założono przy tym, 
że dla rozpatrywanych niewielkich od-
cinków toru styczne i odpowiadające 
cięciwy są do siebie równoległe, zaś 
punkty styczności rzutują się prosto-
padle na środek danej cięciwy. Meto-
dę ruchomej cięciwy zaprezentowano 
po raz pierwszy w pracy [7]. Na rysun-
ku 2 przedstawiono schemat ideowy 
wyznaczania krzywizny proponowaną 
metodą.
 Krzywiznę κ

i
 w danym punkcie toru 

wyznacza się z następującego wzo-
ru: 

1. Schemat ideowy do wyjaśnienia pojęcia krzywizny 2. Schemat ideowy metody ruchomej cięciwy
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i

c
l

κ
∆Θ

=     (4)

w którym l
c
 oznacza długość cięciwy, 

zaś kąt ∆Θ
i
 wynika z różnicy kątów na-

chylenia cięciw wyprowadzonych z 
punktu i do przodu i do tyłu, czyli

     
i i i

+ −
∆Θ =Θ −Θ    (5)

Stosowanie omawianej procedury 
wymaga dysponowania współrzęd-
nymi danej krzywej w układzie karte-
zjańskim (zapisanej analitycznie lub w 
sposób dyskretny), bowiem wartości 
kątów Θ+

i 
i Θ-

i
 wynikają ze współczyn-

ników nachylenia prostych opisują-
cych obydwie cięciwy.

Wery� kacja metody 

na modelowym układzie 

geometrycznym

W pracy [7] przeprowadzono wstępną 
weryfi kację metody ruchomej cięciwy 
na elementarnym układzie geome-
trycznym torów, złożonym z łuku koło-
wego i dwóch symetrycznie ustawio-
nych krzywych przejściowych (tego 
samego rodzaju i tej samej długości). 
Uniwersalny zapis matematyczny 
takiego układu został przedstawio-
ny w pracy [5]. W ramach weryfi kacji 
zostały rozpatrzone cztery przypad-
ki – po dwa dla prędkości 120 km/h 
i 100 km/h, przy czym zróżnicowa-
no rodzaje zastosowanych krzywych 
przejściowych oraz kąty zwrotu trasy. 
Zastosowano dwa rodzaje krzywych 
przejściowych:
- powszechnie stosowaną krzywą 

w postaci klotoidy, 
- nową krzywą przejściową, zapro-

ponowaną w pracy [6].

Na tok postępowania składały się dwa 
zasadnicze etapy. W pierwszej kolej-
ności wyznaczono współrzędne ko-
lejnych punktów krzywej, oddalonych 
od siebie – w linii prostej – o wartość 
l
c
 (tj. o długość cięciwy). Nie stanowi-

ło to problemu dzięki dysponowaniu 
równaniami poszczególnych ele-
mentów geometrycznych. W ramach 
prowadzonej weryfi kacji przyjęto l

c
 

= 5 m. W drugim etapie wyznaczono 
krzywiznę osi toru z wykorzystaniem 
wzorów (4) i (5). Zasadniczy wysiłek 
koncentrował się przy tym na określe-
niu wartości kątów Θ+

i 
i Θ-

i
 . Na rysunku 

3 przedstawiono przykładowy wykres 
krzywizny κ(l) wyznaczony metodą 
ruchomej cięciwy dla wybranego 
przypadku: promień łuku R = 500 m, 
krzywa przejściowa w postaci klotoidy 
o długości l

k
 = 110 m, kąt zwrotu trasy 

α = π/3 rad .
 Przeprowadzona weryfi kacja w 
pełni potwierdziła poprawność za-
proponowanej metody wyznaczania 
krzywizny osi toru. We wszystkich 
rozpatrywanych przypadkach wy-
kresy krzywizny wykazały całkowitą 
zgodność z wykresami stanowiącymi 
podstawę uzyskania odpowiadają-
cego rozwiązania geometrycznego. 
Na długości łuku kołowego wartość 
krzywizny jest stała i dla nominalne-
go R = 500 m daje wartość występu-
jącego promienia równą 499,9979 m, 
niezależnie od rodzaju zastosowanej 
krzywej przejściowej. Natomiast dla 
nominalnego R = 800 m wynikają-
ca z wyznaczonej krzywizny wartość 
promienia jest równa 799,9987 m, dla 
obydwu rodzajów krzywych przejścio-
wych. 
 Jeśli chodzi o krzywe przejścio-

we, to uzyskano modelowy (tj. linio-
wy) przebieg krzywizny dla klotoidy 
(rys. 3) oraz wyłagodzoną w rejonie 
końcowym krzywiznę dla nowej krzy-
wej przejściowej (rys. 4). W przypad-
ku nowej krzywej występuje lokalnie 
pewne niewielkie zaburzenie w rejo-
nie przejścia z krzywej przejściowej 
w łuk kołowy. Zaburzenie to można 
łatwo zredukować poprzez skróce-
nie cięciwy, jednak nie wydaje się to 
celowe z uwagi na utratę możliwości 
znalezienia granicy pomiędzy krzy-
wą przejściową i łukiem kołowym (w 
przypadku klotoidy granicę tę stanowi 
punkt załomu odcinków prostych na 
wykresie krzywizny). 
 W pracy [8] podjęto dwie istotne 
kwestie szczegółowe: wpływu długo-
ści cięciwy na uzyskiwane wartości 
krzywizny oraz możliwości określania 
położenia punktów granicznych po-
między poszczególnymi elementami 
geometrycznymi. Wpływ długości 
ruchomej cięciwy rozpatrywano – 
podobnie jak w pracy [7] – dla ele-
mentarnego układu geometrycznego 
wyznaczonego według zasad ana-
litycznej metody projektowania [5]. 
Przyjęto kąt zwrotu trasy α = π/4 rad 
oraz prędkość jazdy pociągów V = 120 
km/h (z której wynika promień łuku 
kołowego R = 800 m przy przechył-
ce na łuku h = 85 mm). Analizowane 
warianty wynikały z rodzaju zasto-
sowanych krzywych przejściowych. 
Długości tych krzywych były zróżni-
cowane, wynikające z konieczności 
zachowania wartości dopuszczalnych 
odpowiednich parametrów kinema-
tycznych. Przyjęto następujące rodza-
je krzywych przejściowych:
• krzywą w postaci klotoidy o dłu-

gości 105 m,

 

3. Wykresy rzędnych krzywizny κ(l) wyznaczonych metodą ruchomej cięci-

wy (R = 500 m, klotoida l
k
 = 110 m, α = π/3 rad) [7]

 

 

4. Wykresy rzędnych krzywizny κ(l) wyznaczonych metodą ruchomej cięci-

wy (R = 500 m, nowa krzywa l
k
 = 150 m, α = π/3 rad) [7]
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• krzywą Blossa o długości 150 m, 
• nową krzywą przejściową [6] o 

długości 135 m.

W rozpatrywanych przypadkach war-
tości krzywizny zostały wyznaczone 
dla przyjętych długości ruchomej cię-
ciwy l

c
 = 5 m, 10 m i 20 m. Stwierdzo-

no, że w każdym z wariantów wykresy 
rzędnych krzywizny pokrywają się ze 
sobą. Na rysunku 5 pokazano przykła-
dowe wykresy uzyskane dla krzywej 
Blossa.
 Oznacza to, że w zakresie l

c
 = 5 ÷ 

20 m długość cięciwy nie odgrywa 
istotnej roli przy wyznaczaniu krzy-
wizny i nie stwarza ograniczenia dla 
stosowania omawianej metody. Jed-
nocześnie zwraca uwagę precyzja 
określenia charakteru krzywizny oraz 
zgodność z przebiegiem teoretycz-
nym na krzywych przejściowych. Obie 
krzywe przejściowe w postaci klotoidy 
mają krzywiznę liniową, krzywe Blos-
sa – krzywiznę w postaci litery S, zaś 
krzywe [6] – krzywiznę wygładzoną 
w rejonach końcowych. Stosunkowo 
niewielkie niezgodności rzędnych 
krzywizny występują jedynie w rejo-
nach przejścia z odcinków prostych na 
krzywe przejściowe oraz z krzywych 
przejściowych na łuk kołowy.
 Ponieważ – jak wykazano – wyzna-
czenie krzywizny na długości toru nie 
stanowi specjalnego problemu, pozo-
staje do wyjaśnienia kwestia lokalizacji 
miejsc połączenia elementów geome-
trycznych – odcinków prostych z krzy-
wymi przejściowymi oraz krzywych 
przejściowych z łukami kołowymi. 
Może się to okazać szczególnie istotne 
z praktycznego punktu widzenia.
 Przeprowadzona analiza wykazała, 

że w przypadku modelowych (teore-
tycznych) układów geometrycznych 
długa cięciwa (l

c
 = 20 m) nie może 

być wykorzystywana do osiągnięcia 
zamierzonego celu. Cięciwa o długo-
ści l

c
 = 5 m jest odpowiednia jedynie 

przy stosowaniu krzywej Blossa. Dla 
klotoidy i nowej krzywej należy zasto-
sować cięciwę jeszcze krótszą, tj. l

c
 = 2 

m. Na rysunkach 6 i 7 przedstawiono 
odpowiednie wykresy krzywizny κ(l) 
w rejonie przejścia z łuku kołowego na 
krzywą przejściową w postaci klotoidy 
oraz w rejonie przejścia z tej krzywej 
na prostą. Kolorem czerwonym ozna-
czono krzywiznę teoretyczną.
 Poszukiwana wartość odciętej 
punktu połączenia na rysunku 6 wy-
nosi l = 628,3185 m, a na rysunku 7 
– l = 733,3185 m. Jak widać, cięciwa o 
długości l

c
 = 2 m jest bliska uzyskania 

takich właśnie wartości. Z przeprowa-
dzonej analizy wynika, że w metodzie 
ruchomej cięciwy określenie położe-
nia punktów granicznych pomiędzy 
poszczególnymi elementami geome-
trycznymi jest możliwe, przy czym 
wymagana długość cięciwy musi 
być dostosowana do rodzaju krzywej 
przejściowej. 
 W pracy [9] wskazano na uniwersal-
ność omawianej metody – możliwość 
stosowania w odniesieniu zarówno 
do płaszczyzny poziomej, jak też pio-
nowej. Skupiono się na podstawach 
obliczeniowych, dotyczących kątów 
nachylenia ruchomej cięciwy. Analizę 
kątów nachylenia w płaszczyźnie po-
ziomej przeprowadzono w układzie 
współrzędnych prostokątnych x, y, 
na elementarnym układzie geome-
trycznym torów, złożonym z łuku ko-
łowego o promieniu 1000 m i dwóch 

symetrycznie ustawionych krzywych 
przejściowych w postaci klotoidy o 
długości 150 m. Przyjęcie wartości 
przechyłki h

O
 = 105 mm pozwala na 

uzyskanie prędkości jazdy pociągów 
V = 140 km/h. Rozpatrzono trzy przy-
padki szczególne, różniące się wystę-
pującym kątem zwrotu trasy: α = π/8 
rad, π/4 rad i π/2 rad. W ramach pro-
wadzonej analizy przyjęto długość 
cięciwy l

c
 = 5 m.

 Wartości krzywizny wynikają z róż-
nicy kątów nachylenia cięciw wypro-
wadzonych z punktu i – do przodu Θ+

i 
 

i do tyłu Θ-
i
. Na rysunku 8 pokazano 

wykresy obydwu tych kątów na dłu-
gości rozpatrywanego układu geo-
metrycznego dla kąta zwrotu trasy α = 
π/8 rad. Wyraźnie widać, że na długości 
łuku kołowego (w środkowej części) 
utrzymuje się ustalona odległość po-
między obydwoma wykresami (czyli 
są one do siebie równoległe). Dzieląc 
stałą wartość różnicy kątów przez dłu-
gość cięciwy, otrzymuje się stałą war-
tość krzywizny. Na długości krzywych 
przejściowych różnica kątów maleje 
do wartości zerowej na odcinkach 
prostych; w rozpatrywanym przypad-
ku prowadzi to do uzyskania liniowej 
krzywizny.
 Jak stwierdzono, analogicznie 
kształtuje się sytuacja w przypadku 
kątów α = π/4 rad i π/2 rad – warto-
ści kątów nachylenia ruchomej cię-
ciwy są tym większe im większe jest 
α. W rozpatrywanych przypadkach 
rząd wielkości kątów Θ+

i 
i Θ-

i
 dla po-

szczególnych α różni się zdecydowa-
nie (wynosi od 0,1 do 0,7 rad), jednak 
różnice odpowiednich kątów są takie 
same. Na łuku kołowym o promieniu 
1000 m wynoszą one 0,005 rad, wy-
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5. Wykresy rzędnych krzywizny κ(l) dla przyjętych długości ruchomej cięciwy 

l
c
 = 5 m, 10 m i 20 m (α = π/4 rad, R = 800 m, krzywa Blossa l

k
 = 150 m) [8]

 

6. Wykresy rzędnych krzywizny κ(l) w rejonie przejścia z łuku kołowego na 

krzywą przejściową w postaci klotoidy dla przyjętych długości ruchomej 

cięciwy l
c
 = 2 m, 5 m i 10 m (α = π/4 rad, R = 800 m, l

k
 = 105 m) [8]
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znaczając krzywizną równą 0,001 ra-
d/m. Tak więc, dla łuku kołowego w 
płaszczyźnie poziomej wartości kątów 
nachylenia ruchomej cięciwy zależą 
od promienia łuku i kąta zwrotu trasy, 
natomiast różnica kątów nachylenia 
jest uzależniona wyłącznie od promie-
nia łuku. 
 Z formalnego punktu widzenia nic 
nie stoi na przeszkodzie, żeby metoda 
ruchomej cięciwy mogła być stosowa-
na również do wyznaczania krzywizny 
pionowej. Analizę kątów nachylenia 
ruchomej cięciwy w płaszczyźnie pio-
nowej przeprowadzono na układzie 
geometrycznym złożonym z dwóch 
symetrycznie ustawionych odcinków 
o jednostajnym pochyleniu równym 
2,5%o i łuku kołowego o promieniu 
10000 m. Dysponując współrzędny-
mi poszczególnych punktów wyzna-
czających końce ruchomej cięciwy, 
dla każdego punktu i wyznaczono 
wartości kątów nachylenia obydwu 
stykających się cięciw. Na rysunku 9 
przedstawiono uzyskany wykres rzęd-
nych krzywizny pionowej κ

v
(l) wyzna-

czonych metodą ruchomej cięciwy o 
długości l

c
 = 5 m.

 Podobnie jak dla płaszczyzny pozio-
mej, w centralnej części rysunku 9 (tj. 
na łuku kołowym) występuje całkowi-
ta zgodność z rozwiązaniem modelo-
wym – krzywizna łuku kołowego jest 

wartością stałą, równą 0,0001 rad/m. 
W rejonach skrajnych występuje nato-
miast zmienność krzywizny, która jest 
niewątpliwie związana z długością 
przyjętej cięciwy. Dlatego też prze-
prowadzono odpowiednie obliczenia 
również dla cięciwy o długości 2 m, 
uzyskując radykalne skrócenie stref 
przejściowych.
 Wartości krzywizny pionowej wyni-
kają z różnicy kątów nachylenia cięciw 
Θ+

vi 
i Θ-

vi
 , wyprowadzonych z punktu 

i. Na rysunku 10 pokazano wykresy 
tych kątów na długości układu geo-
metrycznego dla długości cięciwy l

c
 = 

5 m.
 Jak widać, podobnie jak w przypad-
ku płaszczyzny poziomej, na długości 
łuku kołowego utrzymuje się ustalo-
na odległość pomiędzy obydwoma 
wykresami (na odcinkach skrajnych 
spada ona do zera). Dzieląc stałą war-
tość różnicy kątów, wynoszącą 0,0005 
rad, przez długość cięciwy, otrzymuje 
się stałą wartość krzywizny łuku pio-
nowego κ

v
 = 0,0001 rad/m. Wartość 

różnicy kątów w płaszczyźnie pozio-
mej dla takiej samej długości cięciwy 
wynosiła na łuku kołowym 0,005 rad.
 Podsumowując, należy stwierdzić, 
że analogicznie jak w płaszczyźnie po-
ziomej promień łuku pionowego jest 
jedynym czynnikiem określającym 

wartość różnicy kątów nachylenia ru-
chomej cięciwy. Należy jednak wziąć 
pod uwagę, że w przypadku łuku 
kołowego w płaszczyźnie pionowej 
wartości kątów nachylenia ruchomej 
cięciwy są znacznie mniejsze niż ma 
to miejsce w płaszczyźnie poziomej, 
co jest związane z zakresem stosowa-
nych promieni łuków.

Określenie możliwości 

aplikacyjnych

Przeprowadzona weryfi kacja meto-
dy ruchomej cięciwy na modelowym 
układzie geometrycznym miała w 
gruncie rzeczy charakter poznawczy. 
Potwierdziła ona poprawność mery-
toryczną omawianej metody, jednak 
kluczową kwestią pozostaje jej wyko-
rzystanie do wyznaczania poziomej 
krzywizny osi eksploatowanego toru 
kolejowego, na podstawie współrzęd-
nych kartezjańskich uzyskanych na 
drodze przeprowadzonych pomiarów 
bezpośrednich. W pomiarach tych 
rozpatrujemy układ geometryczny o 
nieznanych charakterystykach i nie 
mamy możliwości operowania zapi-
sem matematycznym. Zatem podsta-
wowy problem dotyczyć tutaj będzie 
wyznaczania współrzędnych końców 
obydwu cięciw poprzez interpolację 

 

9. Wykres krzywizny pionowej κ
v
(l) na długości układu geometrycznego 

złożonego z dwóch  odcinków o jednostajnym pochyleniu równym 2,5%o i 

łuku kołowego o promieniu 10000 m (długość cięciwy l
c
 = 5 m) [9]

10. Wykresy kątów nachylenia cięciw w płaszczyźnie pionowej wypro-

wadzonych z  punktu i – do przodu Θ+
vl

  i  do tyłu Θ+
vl

 dla l
c
 = 5 m (dwa 

symetrycznie ustawione odcinki o jednostajnym pochyleniu równym 2,5%o, 

promień łuku kołowego R = 10000 m) [9]

 

8. Wykresy kątów nachylenia cięciw wyprowadzonych z  punktu i – do 

przodu Θ+
i
 i do tyłu  Θ-

i
 dla wybranego układu (promień łuku kołowego 

R = 1000 m, krzywe przejściowe w postaci klotoidy o długości l
k
 = 150 m, kąt 

zwrotu trasy α = π/8 rad) [9]

 

 

7. Wykresy rzędnych krzywizny κ(l) w rejonie przejścia z krzywej przejściowej 

w postaci klotoidy na prostą dla przyjętych długości ruchomej cięciwy lc = 2 

m, 5 m i 10 m (α = π/4 rad, R = 800 m, l
k
 = 105 m) [8]
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przeprowadzoną w odpowiednich 
przedziałach. Po określeniu kątów Θ+

i 

i Θ-
i
 , wartości krzywizny – tak jak po-

przednio – wyznacza się za pomocą 
wzorów (4) i (5). Cały tok postępowa-
nia ma charakter sekwencyjny i pole-
ga na wykorzystaniu odpowiednich 
wzorów obliczeniowych. 
 Praktyczne wykorzystanie metody 
ruchomej cięciwy zostało zaprezento-
wane na przykładzie przeprowadzo-
nej estymacji krzywizny dla odcinka 
testowego linii kolejowej o długości 
około 1200 m. Współrzędne kartezjań-
skie tego odcinka zostały wyznaczone 
w odstępach około 5 m, a maksymal-
ny błąd tej operacji wyniósł ±25 mm. 
 Na rysunku 11 przedstawiono prze-
bieg rozpatrywanej trasy w lokalnym 
układzie współrzędnych. Jak widać, 
występują na niej dwa odcinki proste 
oraz łuk kołowy (zapewne z krzywymi 
przejściowymi). Poza tym stwierdze-
niem rysunek 11 niewiele nam mówi. 
Aby można było dokonać pełnej iden-
tyfi kacji danego układu geometrycz-
nego, należy wyznaczyć występującą 
krzywiznę osi toru (rys. 12). Przyjęto 
długość ruchomej cięciwy l

c
 = 20 m. 

 Uzyskany wykres krzywizny pozio-
mej dla pomierzonego toru kolejowe-
go różni się wyraźnie od wykresów dla 
układów modelowych, które zostały 
przedstawione w pracach [7-9]. Ma 
on charakter oscylacyjny, co wynika z 
występujących deformacji toru oraz 
błędu pomiarowego. Jak się jednak 
okazuje, z punktu widzenia praktycz-

nego wykorzystania tego wykresu (do 
identyfi kacji układu geometrycznego) 
nie ma to jednak znaczenia. Tak jak 
w przypadku układów modelowych, 
wykres κ(l) na rysunku 12 składa się z 
elementów dwojakiego rodzaju:
• odcinków oscylujących wokół 

przebiegu poziomego, które opi-
sują krzywiznę o ustalonej war-
tości (równej zero na prostych 
odcinkach toru i niezerowej na 
łukach kołowych), oraz 

• odcinków oscylujących wokół 
przebiegu liniowego (czyli pro-
stych nachylonych do osi l), które 
opisują zmienną krzywiznę wy-
stępującą na krzywych przejścio-
wych. 

Na podstawie tego wykresu można 
wyznaczyć wartość promienia łuku 
kołowego i długości krzywych przej-
ściowych, a także lokalizację punktów 
charakterystycznych (leżących na po-
łączeniach odcinków prostych z krzy-
wymi przejściowymi oraz krzywych 
przejściowych z łukiem kołowym).
 Przyjmuje się, że krzywizna toru na 
odcinkach prostych jest równa zeru, a 
występujące tam zaburzenia na wy-
kresie krzywizny są wynikiem istnieją-
cych deformacji i błędu pomiarowe-
go. Z zaznaczonego zakresu wartości 
krzywizny bezspornie należących do 
łuku kołowego jest wyznaczana śred-
nia arytmetyczna 

ŁK
κ  ; jej odwrotność 

określa wartość promienia:

   
1

ŁK

R
κ

≅     (6)

Uzyskaną za pomocą wzoru (6) war-
tość należy odpowiednio zaokrąglić 
(do pełnych metrów) i następnie wy-
korzystywać w dalszej procedurze ob-
liczeniowej. W rozpatrywanym przy-
padku dla pierwszego łuku kołowego 
otrzymano średnią
 ŁK
κ   = - 0,001136691 rad/m, co od-

powiada wartości promienia R = 
879,74625 m. Można więc przyjąć do 
dalszych obliczeń promień 880 m. 
 Po obu stronach łuku kołowego wy-
stępują krzywe przejściowe. Przykła-
dowo, na końcu prostej P1, położonej 
z lewej strony na rysunku 12, znajduje 
się początek krzywej przejściowej KP1, 
łączącej tę prostą z łukiem kołowym. Z 
kolei na początku prostej P2 z prawej 
strony tegoż łuku, jest zlokalizowany 
początek krzywej przejściowej KP2. 
Końce obydwu krzywych, czyli punkty 
KKP1 i KKP2, wyznaczają – odpowied-
nio – początek i koniec łuku kołowego.
 Aby wyznaczyć współrzędne linio-
we wymienionych punktów charakte-
rystycznych, należy określić współ-
czynniki prostych najmniejszych 
kwadratów, opisujących rejony wykre-
su k(l) o zmiennych wartościach krzy-
wizny. Proste najmniejszych kwadra-
tów wyznaczają współrzędne liniowe 
ich punktów przecięcia z wykresami 
krzywizny na odcinkach prostych toru 
(gdzie krzywizna k = 0) i odcinkach 
łuku kołowego (gdzie krzywizna κ = 

ŁK
κ  ). 

 Z wartości wyznaczonych współ-
rzędnych l

PKP1
 i l

KKP1
 wynika w sposób 

bezpośredni długość krzywej przej-
ściowej KP1.

 
1 1 1KP KKP PKP

l l l= −   
 (7)

 

11. Przebieg trasy na rozpatrywanym odcinku testowym

12. Wykres krzywizny κ(l) na długości układu geometrycznego pokazanego na 

rysunku 11 uzyskany z wykorzystaniem metody ruchomej cięciwy (l
c
 = 20 m)
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Natomiast z wartości wyznaczonych 
współrzędnych l

PKP2
 i l

KKP2
 można okre-

ślić długość krzywej przejściowej KP2.

 
2 2 2KP PKP KKP

l l l= −    (8)

Dane liczbowe wynikające ze wzorów 
(6) ÷ (8) oraz odpowiednie współ-
rzędne kartezjańskie wyznaczonych 
punktów charakterystycznych w pełni 
identyfi kują pomierzony układ geo-
metryczny. Nowa metoda wyznacza-
nia krzywizny w pełni tutaj potwierdza 
swoją przydatność. Występujące oscy-
lacje na uzyskanym wykresie krzywi-
zny nie przeszkadzają przy oszaco-
waniu podstawowych parametrów 
geometrycznych pomierzonego ukła-
du.

Kwestia wykorzystania kąta 

kierunkowego trasy

Określane w ramach procedury wy-
znaczania krzywizny w punkcie po-
miarowym i wartości kątów nachy-
lenia obydwu – wyprowadzonych z 
tego punktu – wirtualnych cięciw do 
osi odciętych odpowiedniego układu 
współrzędnych prostokątnych można 
jednocześnie interpretować jako kąty 
kierunkowe trasy. Nie dotyczą one 
danego punktu pomiarowego, lecz 
punktów oddalonych od punktu i do 
przodu i do tyłu o wartość odpowia-
dającą połowie długości ruchomej 
cięciwy. Aby można było sporządzić 
wykresy zależności Θ(l) – osobno dla 
każdej cięciwy, należałoby wyznaczyć 
współrzędne liniowe tych punktów, co 
wymagałoby jednak przeprowadzenia 
dodatkowej procedury obliczeniowej.
 Jednak jak się okazuje, problem ten 
można rozwiązać w znacznie prostszy 
sposób, wykorzystując kąty nachyle-
nia obydwu cięciw. Kąty te pozwalają 
bowiem na bezpośrednie określenie 
kąta kierunkowego trasy w punkcie i, 
jako wartości ich średniej arytmetycz-
nej. 

2

i i

i

+ −
Θ +Θ

Θ =     (9)

Można przyjąć, że kąt Θ
i
 jest jedno-

cześnie kątem nachylenia stycznej 
do układu geometrycznego w da-
nym punkcie pomiarowym. Gdyby 
był znany jego zapis analityczny w 
postaci funkcji Θ(l), można by było 
wyznaczyć krzywiznę ze wzoru (2). 
Ponieważ jednak na podstawie da-
nych pomiarowych takiego zapisu nie 
da się w sposób ścisły wyznaczyć dla 
występujących na wykresie Θ(l) odcin-
ków nieliniowych, trzeba ograniczyć 
wnioskowanie do rejonów, na których 
empiryczny wykres Θ(l) ma charak-
ter liniowy. Odcinki poziome (gdzie 
wartość pochodnej jest zerowa) od-
powiadają prostym odcinkom trasy, 
natomiast odcinki o ustalonym nachy-
leniu – łukom kołowym (na których 
pochodna jest wartością stałą i można 
z niej określić wartość promienia jako 
odwrotność występującej krzywizny).
 Wykorzystując te same dane obli-
czeniowe co przy wyznaczaniu krzy-
wizny (czyli wartości kątów Θ+

i 
i Θ-

i
 ), 

sporządzono wykres kąta kierunko-
wego trasy pokazanej na rysunku 11, 
wyznaczonego za pomocą wzoru (10). 
Wykres ten został przedstawiony na 
rysunku 13.
 Wykres kąta kierunkowego na ry-
sunku 13 potwierdza spostrzeżenia 
wynikające z wykresu krzywizny na 
rysunku 12, dotyczące charakterystyki 
rozpatrywanego układu geometrycz-
nego. Daje on ogólną orientację doty-
czącą lokalizacji występujących odcin-
ków prostych i łuków kołowych (gdzie 
wykres ma charakter liniowy). Nieokre-
ślony (tj. nieliniowy) charakter wykresu 
na obydwu krzywych przejściowych 
sprawia, że nie jest możliwe określenie 
położenia punktów granicznych po-

między poszczególnymi elementami 
geometrycznymi, co w danym przy-
padku stanowi kwestię kluczową. Taka 
sytuacja (oraz związana z tym nie-
znajomość długości krzywych przej-
ściowych) powoduje, że wiarygodna 
identyfi kacja układu geometrycznego 
okazuje się nieskuteczna. Przy wyko-
rzystywaniu informacji wynikających 
z wykresu krzywizny (rys. 12), sprawa 
wygląda zupełnie inaczej, zatem nie 
ma potrzeby, żeby promować wy-
korzystywanie podejścia nie w pełni 
wartościowego z punktu widzenia 
praktyki inżynierskiej.
 Należy jeszcze wspomnieć, że 
ostatnio – w ramach prac naukowych 
– została podjęta próba wykorzysta-
nia wykresu kąta kierunkowego do 
wyznaczania krzywizny osi toru oraz 
– w konsekwencji – do identyfi kacji 
układu geometrycznego. Estymacja 
krzywizny na krzywych przejściowych 
odbywa się tutaj w sposób przybliżo-
ny – albo przez numeryczne różnicz-
kowanie nieliniowego fragmentu wy-
kresu Θ(l), albo poprzez aproksymację 
punktów tego wykresu za pomocą 
funkcji kwadratowej (w celu uzyskania 
przewidywanej krzywizny liniowej). 
Oczywiście, nie ma przy tym możli-
wości precyzyjnego określenia poło-
żenia punktów granicznych, zatem 
przybliżony charakter mają również 
wyznaczone parametry geometrycz-
ne. Sporządzony na podstawie tych 
parametrów układ geometryczny nie 
pokryje się zatem z układem pomie-
rzonym, a przecież zgodność układu 
modelowego z pomierzonym stanowi 
o poprawności zastosowanej metody 
identyfi kacji osi toru.

 

13. Wykres kąta kierunkowego na długości układu geometrycznego pokazanego na rysunku 11, 

uzyskany z wykorzystaniem metody ruchomej cięciwy (l
c
 = 20 m)
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Podsumowanie

Wyznaczenie podstawowych parame-
trów geometrycznych trasy kolejowej 
w płaszczyźnie poziomej (tj. określanie 
położenia i długości odcinków pro-
stych, położenia łuków kołowych wraz 
z określeniem ich promienia i długości 
oraz położenia krzywych przejścio-
wych wraz z określeniem ich rodzaju 
i długości) odbywa się najczęściej na 
podstawie pomierzonych strzałek od 
cięciwy rozciągniętej wzdłuż toru. Li-
nię odniesiona stanowią tutaj kierun-
ki ustawienia cięciwy, które się stale 
zmieniają. Wykorzystywanie strzałek 
poziomych bierze się z braku metody 
bezpośredniego wyznaczania krzywi-
zny osi toru. 
 Z defi nicji krzywizny wynika ko-
nieczność operowania kątami nachy-
lenia stycznej do układu geometrycz-
nego. W rzeczywistym, odtworzonym 
na drodze pomiarów torze kolejowym 
określenie występującego położenia 
prostych stycznych jest bardzo utrud-
nione. Pojawiła się zatem koncepcja, 
żeby przy wyznaczaniu krzywizny toru 
nie operować stycznymi lecz odpo-
wiadającymi cięciwami. W ten sposób 
powstała idea nowej metody wyzna-
czania krzywizny osi toru, polegająca 
na wykorzystywaniu występującej w 
danym punkcie różnicy kątów nachy-
lenia cięciwy o ustalonej długości
 W niniejszej pracy przedstawiono 
podsumowanie dotychczasowych 
działań dotyczących weryfi kacji zapro-
ponowanej metody wyznaczania krzy-
wizny (tzw. metody ruchomej cięciwy) 
na jednoznacznie zdefi niowanym mo-
delowym układzie geometrycznym 
torów, wyznaczonym zgodnie z zasa-
dami analitycznej metody projekto-
wania [5]. Pokazano uzyskane wykresy 
krzywizny dla kilku rozpatrywanych 
przypadków, w których zróżnicowano 
prędkości jazdy pociągów, rodzaje za-
stosowanych krzywych przejściowych 
oraz kąty zwrotu trasy. Wyjaśniono 
kwestię lokalizacji miejsc połączenia 
elementów geometrycznych – odcin-
ków prostych z krzywymi przejścio-
wymi oraz krzywych przejściowych z 

łukami kołowymi, co może się okazać 
szczególnie istotne z praktycznego 
punktu widzenia. Skupiono się także 
na podstawach obliczeniowych oma-
wianej metody, dotyczących kątów 
nachylenia ruchomej cięciwy. Wska-
zano również na jej uniwersalność – 
możliwość stosowania w odniesieniu 
zarówno do płaszczyzny poziomej, jak 
też pionowej. Przeprowadzona analiza 
wykazała pełną zgodność uzyskanych 
wykresów krzywizny z wykresami 
stanowiącymi podstawę uzyskania 
odpowiadającego rozwiązania geo-
metrycznego. Dotyczyło to zarówno 
odcinków łuku kołowego, jak też rejo-
nów krzywych przejściowych. 
 Następnie podjęto kwestię kluczo-
wą – wykorzystania metody ruchomej 
cięciwy do wyznaczania poziomej 
krzywizny osi eksploatowanego toru 
kolejowego, na podstawie współrzęd-
nych kartezjańskich uzyskanych na 
drodze przeprowadzonych pomiarów 
bezpośrednich. Stwierdzono, że wy-
kresy krzywizny sporządzone na pod-
stawie danych pomiarowych różnią się 
wyraźnie od wykresów dla układów 
modelowych – mają mniej regularny, 
oscylacyjny charakter, co wynika z wy-
stępujących deformacji toru oraz błę-
du pomiarowego. Nie przeszkadza to 
jednak przy oszacowaniu podstawo-
wych parametrów geometrycznych 
pomierzonego układu. Na podstawie 
wykresu krzywizny można wyznaczyć 
wartość promienia łuku kołowego i 
długości krzywych przejściowych, a 
także lokalizację punktów charaktery-
stycznych. Nowa metoda wyznacza-
nia krzywizny w pełni tutaj potwierdza 
swoją przydatność.
 Ogólną orientację dotyczącą loka-
lizacji występujących odcinków pro-
stych i łuków kołowych daje wykres 
kąta kierunkowego trasy, który może 
być łatwo określony w ramach proce-
dury wyznaczania krzywizny. Jednak 
nieokreślony (tj. nieliniowy) charakter 
tego wykresu na krzywych przejścio-
wych sprawia, że nie jest możliwe 
określenie położenia punktów gra-
nicznych pomiędzy poszczególnymi 
elementami geometrycznymi (a więc 

również długości krzywych przej-
ściowych). Taka sytuacja powoduje, 
że wiarygodna identyfi kacja układu 
geometrycznego na podstawie kąta 
kierunkowego okazuje się nieskutecz-
na. Przy wykorzystywaniu informacji 
wynikających z wykresu krzywizny 
sprawa wygląda zupełnie inaczej, za-
tem nie ma potrzeby, żeby promować 
wykorzystywanie podejścia nie w peł-
ni wartościowego z punktu widzenia 
praktyki inżynierskiej.  
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