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Podstawowe informacje dla Autoréw artykutow

,Przeglad Komunikacyjny” publikuje artykuty zwigzane z szeroko rozumianym transportem oraz infrastrukturg transportu. Obejmuje to zagadnienia techniczne, ekono-
miczne i prawne. Akceptowane sg takze materiaty zwigzane z geografia, historig i socjologia transportu.

Artykuty publikowane w ,Przegladzie Komunikacyjnym” dzieli sie na: ,wnoszace wkiad naukowy w dziedzine transportu i infrastruktury transportu” oraz
»pozostate”. Prosimy Autoréw o deklaracje (w zgtoszeniu), do ktorej grupy zaliczyc ich prace.

Materiaty do publikacji: zgtoszenie, artykut oraz oswiadczenie Autora, nalezy przesyta¢ w formie elektronicznej na adres redakgj:

artykuly@przeglad.komunikacyjny.pwr.wroc.pl

W zgtoszeniu nalezy podac: imie i nazwisko autora, adres mailowy oraz adres do tradycyjnej korespondencji, miejsce zatrudnienia, zdjecie, tytut artykutu oraz streszczenie
(po polsku i po angielsku) i stowa kluczowe (po polsku i po angielsku). Szczegdty przygotowania materiatéw oraz wzory zatacznikéw dostepne sa ma stronie:

www.transportation.overview.pwr.edu.pl

W celu usprawnienia i przyspieszenia procesu publikacji prosimy o zastosowa-
nie sie do ponizszych wymagan dotyczacych nadsytanego materiatu:

1. Tekst artykutu powinien by¢ napisany w jednym z ogélnodostepnych progra-
méw (np. Microsoft Word). Wzory i opisy wzoréw powinny by¢ wkomponowa-
ne w tekst. Tabele nalezy zestawi¢ po zakonczeniu tekstu. llustracje (rysunki,
fotografie, wykresy) najlepiej dotaczyc jako oddzielne pliki. Mozna je takze wsta-
wic do pliku z tekstem po zakonczeniu tekstu. Mozliwe jest oznaczenie miejsc
w tekécie, w ktérych autor sugeruje wstawienie stosownej ilustracji lub tabeli.
Obowigzuje odrebna numeradja ilustracji (bez rozrézniania na rysunki, fotogra-
fie itp.) oraz tabel.

2. Cafo$¢ materiatu nie powinna przekraczac¢ 12 stron w formacie Word (zalecane
jest 8 stron). Do limitu stron wlicza sie ilustracje zataczane w odrebnych plikach
(przy zatozeniu ze 1 ilustracja = ¥z strony).

3. Format tekstu powinien by¢ jak najprostszy (nie stosowac zréznicowanych styli,
wcie¢, podwdjnych i wielokrotnych spacji itp.). Dopuszczalne jest pogrubienie,
podkreslenie i oznaczenie kursywa istotnych czesci tekstu, a takze indeksy gérne
i dolne. Nie stosowac przypisow.

4. Nawiazania do pozycji zewnetrznych - cytaty (dotyczy réwniez podpisow ilu-
stradji i tabel) oznacza sie numeracja w nawiasach kwadratowych [..]. Numera-
cje nalezy zestawi¢ na koncu artykutu (jako ,Materiaty Zrédtowe"). Zestawienie
powinno by¢ utozone alfabetycznie.

5. Jezeli Autor wykorzystuje materiaty objete nie swoim prawem autorskim, powi-
nien uzyskac pisemnga zgode wiasciciela tych praw do publikadji (niezaleznie od
podania zrédfa). Kopie takiej zgody nalezy przesta¢ Redakgji.

Artykuty wnoszace wktad naukowy w dyscypline inzynieria ladowa i transport podle-
gaja procedurom recenzji merytorycznych zgodnie z wytycznymi MNiSW, co pozwala
zaliczy¢ je, po opublikowaniu, do dorobku naukowego oraz uwzgledni¢ w ewaluadji
jakosci dziatalnosci naukowej (Dz.U. 2019 poz. 392). Liczba uwzglednianych punktow w
ewaluacji osiggnie¢ naukowych wynosi 5.

Do oceny kazdej publikacji powotuje sie co najmniej dwdch niezaleznych recenzen-
téw spoza jednostki. Zasady kwalifikowania lub odrzucenia publikacji i ewentualny
formularz recenzencki sg podane do publicznej wiadomosci na stronie internetowej
czasopisma lub w kazdym numerze czasopisma. Nazwiska recenzentow poszczegol-
nych publikacji/numerdéw nie s ujawniane; raz w roku (w ostatnim numerze oraz na
stronie internetowej) czasopismo podaje do publicznej wiadomosci liste recenzen-
téw wspdtpracujacych.

Przygotowany materiat powinien obrazowac wiasny wktad badawczy autora. Redak-
cja wdrozyta procedure zapobiegania zjawisku Ghostwriting (z,ghostwriting” mamy
do czynienia wowczas, gdy kto$ wnidst istotny wkiad w powstanie publikacji, bez
ujawnienia swojego udziatu jako jeden z autoréw lub bez wymienienia jego roli w
podziekowaniach zamieszczonych w publikacji). Tekst i ilustracje musza by¢ orygi-
nalne i niepublikowane w innych migjscach (w tym w internecie). Mozliwe jest za-
mieszczanie artykutow, ktore ukazaty sie w materiatach konferencyjnych i podobnych
(na prawach rekopisu) z zaznaczeniem tego faktu i po przystosowaniu do wymogdéw
publikacyjnych ,Przegladu Komunikacyjnego”

Redakcja pisma oferuje objecie patronatem medialnym konferencji, debat, seminariéw itp.
Ceny sa negocjowane indywidualnie w zaleznosci od zakresu zlecenia. Mozliwe sg atrakcyjne upusty. Patronat obejmuje:

- ogtaszanie przedmiotowych inicjatyw na tamach pisma,

- zamieszczanie wybranych referatow / wystapier po dostosowaniu ich do wymogéw redakcyjnych,

- publikacje informacji koricowych (podsumowania, apele, wnioski),
- kolportaz powyzszych informacji do wskazanych adresatéw.

www.transportation.overview.pwr.edu.pl

Ramowa oferta dla,Sponsora strategicznego”
czasopisma Przeglad Komunikacyjny

Sponsor strategiczny zawiera umowe z wydawca czasopisma na okres roku kalendarzowego z mozliwoscia przedtuzenia na kolejne lata.
Uprawnienia wydawcy do zawierania uméw posiada Zarzad Krajowy SITK w Warszawie.

Przeglad Komunikacyjny oferuje dla sponsora strategicznego nastepujgce swiadczenia:

zamieszczenie logo sponsora w kazdym numerze,

publikacja jednego lub kilku artykutéw sponsorowanych,
publikacja innych materiatéw dotyczacych sponsora,
znizki przy zamoéwieniu prenumeraty czasopisma.

zamieszczenie reklamy sponsora w jednym, kilku lub we wszystkich numerach,

Mozliwe jest takze zamieszczenie materiatéw od sponsora na stronie internetowej czasopisma.

Przeglad Komunikacyjny ukazuje sie jako miesiecznik.

Szczegotowy zakres swiadczen oraz detale techniczne (formaty, sposéb i terminy przekazania) sa uzgadniane indywidualnie.

Osoba kontaktowa w tej sprawie:
Hanna Szary
hanna.szary@sitkrp.org.pl
ul. Czackiego 3/5, 00-043 Warszawa, tel.: (22) 827 02 58, 506 116 966

Cena za $wiadczenia na rzecz sponsora uzalezniana jest od uzgodnionych szczegétéw wspoétpracy. Zaptata moze by¢ dokonana jednorazowo
lub w kilku ratach (na przyktad kwartalnych). Czes¢ zaptaty moze by¢ w formie zamoéwienia okreslonej liczby prenumerat czasopisma.
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Na oktadce: Przesto odcigzajgce KO30. Zrédto: Marek Szafrariski

Szanowni P.T. Czytelnicy

Numer poswiecony jest w catosci problemom dynamiki obiektow infrastruktury transportowej, gféwnie
transportu szynowego. Autorzy pierwszego artykutu przedstawiajq porédwnanie dwoch metod symu-
lacji drgan uktadu pociqg - tor rézniqce sie modelem kontaktu kofo — szyna. W pierwszej metodzie za-
stosowano dwustronng, odksztatcalng wiez kontaktowq typu Hertz'a, w drugiej wiez nieodksztatcalng.
Stwierdzono, Ze zastqpienie sztywnych wiezi kontaktowych przez dwustronne wiezi sprezyste Hertza
nie ma istotnego wptywu na symulacje drgari toru i ma niewielki wptyw na symulacje drgari nadwozia
pojazdu i wézka jezdnego.

W kolejnej publikacji przedstawiono poréwnanie odpowiedzi dynamicznych mostow o réznych cha-
rakterystykach dynamicznych na quasi— rzeczywiste obcigzenie ruchome. Poddano analizie rézne ukta-
dy most — tor — pociqqg poruszajqcy sie z duzq predkosciq.

Autorzy kolejnej publikacji przedstawili model oraz algorytm pozwalajgcy na uwzglednienie wspot-
pracy geosyntetykdw z konstrukcjami inzynierskimi. W nastepnej publikacji Autorzy przedstawiajq roz-
wiqgzanie modelu dwdch plyt Kirchhoffa potqczonych warstwaq wypetnienia sprezystego Winklera. Uktad
ten spoczywa na podtozu i obciqzony jest jednomasowym oscylatorem lepkosprezystym poruszajqcym
sie ze statq predkosciq po gornej ptycie. W kolejnej publikacji Autorzy omawiajq cztery przyktadowe pta-
skie przestrzenne uktady materialne w ktdrych nagle usunieto czes¢ wiezdw. Autorzy podajq rozwiqza-
nie analityczne problemu.

Zycze naszym czytelnikom dobrej lektury.
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Dwustronna wiez kontaktowa Hertz'a w numerycz-
nej analizie drgan sprzezonego uktadu pociag-tor

Two-way Hertzian spring in numerical analysis of coupled train-track
system vibrations
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Streszczenie: W pracy przedstawiono i poréwnano dwie metody symulacji drgan uktadu pocigg-tor, réznigce sie modelem kontaktu koto-
-szyna. W pierwszej metodzie zastosowano dwustronng, odksztatcalng wiez kontaktowa typu Hertz'a, w drugiej — wiez nieodksztatcalng. W
obu metodach przyjeto ptaski model obliczeniowy, ztozony z belki Eulera spoczywajgcej na podtozu sprezysto-ttumigcym typu Winklera i
zestawu pojazdow szynowych modelowanych ukfadami dynamicznymi o dziesieciu stopniach swobody. Przedstawiono wyniki analiz nu-
merycznych, ktérych celem byto okreslenie wptywu podatnosci dwustronnych wiezi kontaktowych na wyniki symulacji drgan rozwazanego
uktadu. Stwierdzono, ze zastapienie sztywnych wiezi kontaktowych przez dwustronne wiezi sprezyste Hertz'a nie ma istotnego wptywu na
symulacje drgar toru i ma niewielki wptyw na symulacje drgan nadwozia pojazdu i wdzka jezdnego. Zaproponowana metoda symulacji
bedzie mogta byc¢ wykorzystana do badan numerycznych zjawiska chwilowego odrywania két od szyn, po niewielkich modyfikacjach w celu
wprowadzenia jednostronnych wiezi Hertz'a (nie przenoszacych sit rozciggajacych), ktére sg doktadniejszym modelem kontaktu.

Stowa kluczowe: Uktad pociqg-tor; symulacje drgan; zagadnienie kontaktowe, wieZ Hertz'a

Abstract: The paper presents and compares two methods for simulation the train-track system vibrations, differing in the wheel-rail con-
tact model used. In the first method, two-way Hertzian spring is used, in the second — a non-deformable constraint. In both methods, a flat
computational model is assumed, consisting of an Euler-Bernoulli beam resting on a Winkler-type elastic foundation with damping and a set
of rail vehicles modeled by dynamic systems with ten degrees of freedom. The results of numerical analysis are presented, in order to deter-
mine an influence of the contact constraints' deformability on the vibration simulations. It is found that the replacement of non-deformable
contact constraints by two-way Hertzian springs has no significant effect on track vibration simulations and has a little effect on vibration
simulations of vehicle body and bogie. The developed simulation method can be used for numerical studies of the phenomenon of instan-
taneous detachments of wheels from rails, after minor modifications directed to introduce one-way Hertzian springs (i.e. not carrying tensile
forces) being a more accurate contact model.

Keywords: Train-track system; vibration simulations; contact problem; Hertzian spring

Dobdr modelu kontaktowego opisu-
jacego styk kota pojazdu kolejowego z
szyng stanowi jeden z podstawowych
probleméw dynamiki obliczeniowej
sprzezonego uktadu pociag-tor. W li-
teraturze istnieje wiele teorii opisuja-
cych zjawiska wystepujace w strefie
kontaktu kota z szyna. Prosta ich klasy-
fikacje, opracowang na podstawie zna-
nej pracy Kalkera [1], przedstawiono w
monografii [2] z 1984 roku. Bazuje ona
na podziale teorii kontaktu tocznego
na kilka podkategorii. Pierwsza z nich
to podziat na teorie dokfadne i uprosz-
czone, gdzie teorie dokfadne bazujg
na zatozeniu, ze koto i szyna w poblizu
powierzchni kontaktu sg traktowane
jako potprzestrzen sprezysta, a zwigzki

2

konstytutywne wynikajg z teorii spre-
zystosci. W teoriach uproszczonych
stosuje sie parametry zalezne jedynie
od powierzchni kontaktu dwodch ciat,
bez wprowadzania pojecia potprze-
strzeni. W kolejnym podziale wyrdz-
nia sie teorie dynamiczne, w ktorych
uwzgledniane sg efekty bezwtadno-
Sciowe i teorie quasi-statyczne, w kto-
rych te efekty sg pomijane. Najbardziej
oczywistym podziatem jest rozréznie-
nie teorii trojwymiarowych i dwuwy-
miarowych. W monografiiBossoiin. [3]
z 2013 roku mozna znalez¢ obszerny
przeglad wspodtczesnych modeli kon-
taktowych, na ogdt bardzo ztozonych i
wykorzystujacych modelowanie MES.
Przedstawiane tam modele znajdujg

ﬁrzeglqd komunikacyjny

zastosowanie w zagadnieniach me-
chaniki pojazdow kolejowych.
Zdecydowanie prostsze modele
kontaktowe sg stosowane w symula-
cjach numerycznych drgan sprzezone-
go ukfadu pocigg-tor, przeznaczonych
do analiz dynamiki toru kolejowego.
Zazwyczaj modelem kontaktu jest
wtedy tzw. sprezyna kontaktowa typu
Hertz’a (ang. Hertzian spring) [4], [5],
ktéra jest najczesciej traktowana jako
wiez dwustronna czyli przenoszaca za-
rowno $ciskanie jak i rozcigganie. Przy
duzych predkosciach jazdy, dwustron-
ny model kontaktu odbiega znacznie
od rzeczywistosci, poniewaz pomija
chwilowe odrywania zestawdw ko-
towych od szyn. Wiez jednostronna,

11/2019



przenoszacy tylko $ciskanie zastoso-
wano m.in. w pracy Podwarnej i Klasz-
tornego [6] poswieconej badaniom
wptywu wybranych cech pojazdéw
kolejowych na drgania belki swobod-
nie podpartej idealizujacej most bel-
kowy. Zestawy pojazddw kolejowych
modelowano w tej pracy kolejno jako:
ukfady ruchomych sit, mas nieresoro-
wanych oraz jedno- i dwumasowych
oscylatorow lepko-sprezystych. Mimo
obszernych i ciekawych analiz, nie
przedstawiono jednak poréwnania z
rozwigzaniami alternatywnymi z za-
stosowaniem wiezi dwustronnej.
Praca [6] zainspirowata autoréw
tego artykutu do podjecia badan, kto-
rych finalnym celem ma by¢ oszaco-
wanie wptywu zastosowania jedno-
stronnej wiezi kontaktowej Hertz'a w
symulacjach drgan ukfadu pocigg-tor,
poprzez pordéwnanie z rezultatami
uzyskanymi przy zastosowaniu typo-
wej wiezi dwustronnej. Niniejszy arty-
kut przedstawia pierwszy etap badan,
w ktorym opracowano metode sy-
mulacji drgan uktadu uwzgledniajaca
typowag, dwustronng wiez kontaktowa
Hertz'a na styku zestawodw kotowych
i szyn. Metoda jest tak pomyslana,
aby po niewielkich modyfikacjach
planowanych w drugim etapie prac,
umozliwiata wykonanie obliczen z
zastosowaniem wiezi  kontaktowej
jednostronnej. W czesci numerycznej
porownano wyniki symulacji przebie-

::—f ﬁ---J:“:.
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Infrastruktura transportu sz

gow przemieszczen oraz predkosci i
przyspieszert drgan poszczegdlnych
elementéw wybranego pojazdu ko-
lejowego i wybranych punktow toru,
wyznaczone przy uzyciu dwoéch al-
gorytmow — z uwzglednieniem dwu-
stronnej wiezi typu Hertz'a i z pomi-
nieciem podatnosci tej wiezi, tzn. przy
zatozeniu wiezi nieodksztatcalnej na
ruchomym styku koto-szyna. Zbadano
takze wptyw sztywnosci odksztatcal-
nej wiezi kontaktowej na wyniki symu-
lacji drgan ukfadu pociag-tor.

Metoda symulacji drgan ukfadu
pociag-tor

Przedmiotem rozwazan s3 drgania
pionowe ptaskiego modelu uktadu
sktadajgcego sie zdwodch sprzezonych
podukfadow dynamicznych: 1) zesta-
wu czteroosiowych pojazdow kolejo-
wych, z ktorych kazdy jest traktowany
jako uktad dyskretny o 10 stopniach
swobody, oraz 2) toru bedacego cig-
gfg belkg Eulera-Bernoulliego spoczy-
wajgca na podtozu sprezysto-ttumia-
cym typu Winklera. Ogoélny schemat
ukfadu przedstawiono na rysunku 1.
Przyjeto, ze zestaw pojazdéw (po-
Cigg) porusza sie ze statg predkoscig
v po odcinku toru odksztatcalnego o
dtugosci L, dostatecznie duzej, aby w
sensie numerycznym odcinek mode-
lowat tor nieskornczenie dtugi. Przed
wjazdem na odcinek L i po zjezdzie z

v

—

rr

L

1. Poglgdowy schemat uktadu pocigg-tor
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2. Model dynamiczny pojazdu
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odcinka pocigg porusza sie po torze
niepodatnym. Kazdy z pojazddéw jest
systemem trzech tarcz masowych za-
stepujacych nadwozie i wozki jezdne
oraz czterech mas skupionych mode-
lujgcych zestawy kotowe. Elementy te
sg potgczone wieziami liniowo-spre-
zystymi i tlumikami wiskotycznymi,
ktére modelujg dwustopniowe zawie-
szenie. Miedzy zestawami kotowymi
a torem wprowadzono dwustronne
liniowo-sprezyste wiezi kontaktowe
typu Hertz'a o sztywnosci k.. Model
dynamiczny pojazdu pokazano na
rysunku 2, wraz z oznaczeniami dyna-
micznych przemieszczen elementéw
masowych.

Zatozono sztywny sprzeg pomiedzy
pojazdami w kierunku podtuznym.
W chwili poczatkowej t = 0 czoto po-
ciagu znajduje sie w lewym skrajnym
punkcie podatnego odcinka toru, o
wspotrzednej x = 0. Pojazdy wjezdza-
jace na badany odcinek toru znajduja
sie w stanie rownowagi statycznej, co
oznacza, ze wszystkie odksztatcalne
wiezi pojazdu ulegty deformacji spo-
wodowanej ciezarem wiasnym ele-
mentow  konstrukcyjnych  pociagu,
przekazanym przez wiez kontaktowg
na tor niepodatny. Przemieszczenia
dynamiczne pojazdu zaznaczone na
rysunku 2 sg mierzone od statycznie
zrownowazonej konfiguracji odniesie-
nia.

Tor kolejowy zdefiniowano jako
belke Eulera-Bernoulliego spoczywa-
jacg na odksztatcalnym podtozu spre-
zystym typu Winklera, z ttumieniem.
Parametry podtoza, tj. wspdtczynnik
sprezystosci k i ttumienia ¢ sg state.
Belka jest pryzmatyczna, inercyjna,
idealnie prostoliniowa, zastepuje oba
toki szynowe. Materiat belki jest linio-
wo-sprezysty. Uwzgledniono ttumie-
nie wynikajace z reologicznych cech
materiatu szyn, zgodnie z modelem
Voigta-Kelvina.

Na rysunku 3 przedstawiono sity
dziatajgce na styku j-tego zestawu ko-
towego z szyna oraz przemieszczenia
dynamiczne poduktadéw w punkcie
styku: przemieszczenie dynamiczne
zestawu kotowego V. () | przemiesz-
czenie toru W, (t). Z rysunku wynika, ze
tor jest obcigzony reakcjg wiezi kon-
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zestaw 3
kolowy %

3. Bilans sit na styku zestawu kofowego z torem

taktowej Rj ) =Q+ PO, sktadajaca
sie ze statycznego nacisku osiowego
q i sity dynamicznej interakgji miedzy
poduktadami P. (). Na zestaw kotowy,
oproécz reakgji wiezi R (t) dziata prze-
ciwnie do niej skierowana sita statycz-
na Q}., czyli ciezar pojazdu przypadaja-
cy na os. Wynika stad, ze w réwnaniu
ruchu pojazdu

BVViv + vaiv + vaiv = Fiv (1)

nie wystepujg statyczne naciski osio-
we. Pojazd jest obcigzony tylko sitami
wzajemnego dynamicznego oddzia-
tywania toru i pojazdu, ktore s dyna-
micznymi komponentami reakcji wie-
zi kontaktowych

Pi(8) = kulV;(t) — W;(0)] 2)
Rownanie ruchu (1) wyprowadzono
metodologig typowg dla uktaddéw
dyskretnych, tj. na podstawie bilansu
energetycznego i rébwnan Lagrange-
'a. Szczegoty wyprowadzenia mozna
znalez¢ w pracy [7]. Wektor prze-
mieszczert  uogdlnionych  pojazdu
v, =col(r V) podzielono tu na
dwa bloki rNZ[WW,W2,W3,QDW,QDZ,QDS]NT i
v =[V,V,V.,V 1,7 (por. z rysunkiem 2),
co ufatwia procedure agregacji row-
nan (1) zapisanych dla kolejnych po-
jazdéw i =1, 2, ..., N. Symbol ,col”
oznacza macierz kolumnowg ztozong
7 blokéw wektorowych a ()" operacje
transpozycji. Indeks i okresla numer
pojazdu liczony od czofa pociagu, za-
tem liczba osi pociggu wynosi N =4N,
orazj=1,2,....N.

Stosujac procedure agregacji opisa-
na w [7], otrzymuje sie rbwnanie drgan
zestawu N, pojazdow, wzbudzanych
kinematycznie pionowymi drganiami
toru

Bpplp + Cppdp + Kppdp = F,  (3)

Aby utatwi¢ zapis matematyczny
sprzezenia rownania (3) z rownaniem
drganl toru, w wektorze przemiesz-
czen uogodlnionych g =col(r, V_ ) wy-
rozniono dwa bloki: r= col(r],rz, k)
V =col(V V,...V,) przy czym fatwo
zauwazy¢, ze w bloku V_ sg zgrupo-
wane przemieszczenia wszystkich ko-
lejnych zestawow kotowych. Po wpro-
wadzeniu ciggtej numeracji j = 1, 2,

.. N -mozna zapisa¢ V =[V,V,,...,V ]"
Wektor prawej strony rownania (3) jest
postaci

F,(t) = col(@, {ky}W,).

gdzie symbol ® oznacza wektor zerowy
o rozmiarze 6N, {k J=diag(k k... k)
jest macierzg diagonalng o rozmiarze
N, a wektor Woz[l/\/w,l/\/z,..,,WN]T
gromadzi przemieszczenia toru w
puntach styku z kolejnymi zestawami
kotowymi - tzw. przemieszczenia
Sledzace [8].

Réwnanie (3) jest sprzezone po-
przez przemieszczenia Sledzace W, z
macierzowym réwnaniem ruchu toru

BuG; + Crq: + Keeqe = Fy (4)

ktore wyprowadzono na podstawie
znanego réwnania drgan gietnych
belki Eulera-Bernoulliego, obcigzonej
zbiorem ruchomych sit

64w(x, t) 2°w(x,t)
Ox* atz
+e awéx D s kwn o) = Z Ri()5(x — ;)

(5)
R (0 = Q+P (t) jest tu reakcjg wiezi
kontaktowej Hertza, a funkcja s, ()=vt-
d/ opisuje pofozenie j-tego zestawu
kotowego w chwili t, przy czym d}jest
odlegtoscig osi j-tego zestawu kofo-
wego od czota pociggu. Aby rownanie
(5) przeksztatci¢ do postaci (4), zasto-
sowano metode elementdw skoriczo-
nych w ujeciu Galerkina (ang. GFEM).
Procedura tego przeksztatcenia bazu-
je na rozwigzaniach sformutowanych
w pracach [9], [10] i jest szczegdtowo
opisana w pracy [7].
Po wyznaczeniu jawnej postaci
wektoréw prawych stron w réowna-
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niach (3) i (4), mozna zapisac te row-
nania tacznie w nastepujgcej postaci
blokowe;

B, B, O I Cr Co O I
[Bor By O vo +|Cor Coo O vo
0 0 Byllg: 0 0 Cgllge
Kir Kro 0 r 0
+ | Kor Koo _Rot Vo = 9
Ko Ky + K] L Fo

(6)
gdzie nadpisana tylda wyrdznia ma-
cierze i wektory zalezne od czasu, przy
Czym nie zaznaczono w ten sam spo-
sOb oczywistej zaleznosci od czasu
wektoréw przemieszczert uogodlnio-
nych r(t) i V_ (t) oraz wspdtrzednych
uogolnionych q, (). Formuty okre-
slajgce poszczegdlne bloki macierzy
wspotczynnikdw i prawej strony row-
nania (6) sq podane w pracy [7].
Metoda symulacji drgan opisanego
wyzej uktadu pocigg-tor opiera sie
na rozwigzaniu sprzezonego systemu
rownan rézniczkowych zwyczajnych
drugiego rzedu (6), ktéry mozna za-
pisac zbiorczo w nastepujacej postaci
ogolnej

B{(t) + Cq(t) + K(D)q(t) =F() (/)

Aby oceni¢ wptyw wprowadzenia
dwustronnej wiezi kontaktowej typu
Hertza do modelu obliczeniowego
rozwazanego uktadu, sformutowano
alternatywny, poréwnawczy model
obliczeniowy  zastepujagc  podatng
wiez kontaktowg przez wiez sztywna.
Ten najprostszy, sztywny model kon-
taktu koto-szyna, czesto stosowany
w literaturze (por. [6]), prowadzi do
zgodnosci przemieszczen toru i zesta-
wow kotowych w punktach styku. W
tym przypadku nalezy przyjac, ze V
=W, a wtedy réwnanie ruchu ukfadu
pocigg-tor ma inng postac ogodlng

B()4(t) + C()q(t) + K(H)q(t) = F(¥)

@®)
i blokovva

r
[Btr Btt + Btt] [qt [Ctr Cy + Ctt] [qt]
Ktr Kie + Ktt] [qt] - [FQ]

©)
Liczba rownan rézniczkowych zmniej-
sza sie o N w pordwnaniu z ukfadem
rownan ruchu (7), co istotnie skraca
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czas obliczeri, mimo tego, ze stopien
ztozonosci obliczeniowej algorytmu
rosnie wskutek pojawienia sie dodat-
kowych, zaleznych od czasu blokéw w
macierzy bezwtadnosci i ttumienia.

Wyniki analizy numeryczne;j

W celu przeprowadzenia analiz nume-
rycznych opracowano w $rodowisku
programistycznym MATLab dwa alter-
natywne algorytmy obliczeniowe ba-
zujagce odpowiednio na réwnaniach
(7) i (8). W obu algorytmach zastoso-
wano do catkowania réwnan ruchu
metode Newmarka z parametrem
B = Y4 zapewniajgcym bezwarunko-
wa stabilnos¢ metody. Do obliczen
przyjeto dane wejsciowe wzorowa-
ne na pracy [9], przy czym do analiz
przyjeto dtuzszy odcinek toru, tj. odci-
nek o dtugosci 100 m. Wspotczynniki
sprezystosci i ttumienia podtoza toru
wynosza odpowiednio: k = 1,1-108 N/
m?, ¢ = 2,8667-10° Ns/m?, sztywnos¢
gietna belki modelujgcej dwa toki szy-
nowe wynosi £/ =1,2831-10"Nm? a jej
masa jednostkowa m = 1,21-10% kg/m.
W obliczeniach uwzgledniono ttumie-
nie materiatowe w szynach z czasem
retardacji 2,1-10° s. Drgania toru s3
wzbudzane przejazdem pociggu typu
Shinkansen, ktéry sktada sie z o$miu
25-metrowych powtarzalnych pojaz-
dow. Rozstawy osi pociggu, parametry
masowe i charakterystyki zawieszen
przyjeto wedtug danych z monografii
[11]. Sztywnos¢ podatnej wiezi kon-
taktowej Hertz'a wariantowano, przyj-
mujac za warto$¢ bazowa k, = 1,4-10°
N/m (na podstawie [4] i [6]) a nastep-
nie k,=1410"N/mik,=1410"N/m.
Odcinek toru podzielono na 200 ele-
mentéw skonczonych o jednakowej
dtugosci, do numerycznego catkowa-
nia przyjeto krok 0,0001 s.

Analizie poddano przemieszcze-
nia, predkosci i przyspieszenia drgan
nadwozia pierwszego z osmiu pojaz-
doéw i przedniego wdzka jezdnego
pierwszego pojazdu, a takze toru w
trzech punktach: w %, ¥2 i 34 dtugosci
badanego odcinka. Symulacje wy-
konano za pomocg dwdch omowio-
nych wczesniej algorytméw oblicze-
niowych, przy roznych predkosciach
przejazdowych pociggu: 30, 60 i 90
m/s (108, 216 i 324 km/h), oceniajac
wplyw podatnosci wiezi kontaktowe;j
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na symulacje drgan uktadu. Stwierdzo-
no, ze wptyw ten nie zalezy istotnie od
przyjetej predkosci przejazdowej po-
ciggu, zatem na kolejnych rysunkach
pokazano tylko wyniki przykfadowe,
dotyczace predkosci 30 m/s. Ponadto
okazato sie, ze przyjecie podatnej wie-
7i kontaktowej o typowej sztywnosci
k,=1410° N/m, zamiast wiezi sztyw-
nej nie wptywa w sposéb widoczny na
przebiegi przemieszczen toru, a wnio-
ski dotyczace predkosci i przyspieszen
drgan nie zalezg od wyboru przekroju

toru. Z tego powodu, na rysunku 4
przedstawiono tylko przebiegi pred-
kosci i przyspieszenia drgar w prze-
kroju x =0,25L.

Analiza wykreséw przedstawionych
na rysunku 4 prowadzi do wniosku, ze
zastosowanie podatnej wiezi Hertz'a
na styku zestawdw kotowych z torem,
zamiast wiezi sztywnej, powoduje nie-
znaczne réznice miedzy rozwigzania-
mi, polegajace na niewielkiej redukgji
wartosci pikow i wygfadzeniu form
przebiegéw. Doktadniej obrazuje to
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4. Predkosci i przyspieszenia drgari toru w przekroju x = 0,251
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5. Fragment przebiegdw przyspieszenia drgari toru w przekroju x = 0,251
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rysunek 5, na ktorym pokazano wy-
brany fragment przebiegow przyspie-
szer. Na rysunku 6 pokazano prze-
biegi pionowych drgan przedniego
wozka jezdnego pierwszej jednostki
powtarzalnej pociggu, a na rysunku
7 - przyspieszenia pionowych drgan
nadwozia tego pojazdu. Dominujacy
wptyw na ksztatt przedstawionych wy-
kresdw ma zaistniaty w poczatkoweyj i
koncowej fazie ruchu efekt progowy,

%107

1
B

wynikajacy z wjazdu na odksztatcalny
odcinek toru i zjazdu z tego odcinka.
Przejazd przez odksztatcalny odcinek
toru z predkoscig 30 m/s trwa 3,33 s,
a nastepnie pojazd ponownie wjez-
dza na tor catkowicie nieodksztatcal-
ny, gdzie po krétkim okresie przej-
sciowym wykonuje gasnace drgania
swobodne. W okresie przejsciowym,
w drganiach wodzka ujawnia sie efekt
wjazdu drugiej osi wozka na tor nieod-
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6. Pionowe drgania przedniego wdzka jezdnego w pierwszym pojeZdzie
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7. Przyspieszenia drgari nadwozia pierwszego pojazdu
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8. Drgania przedniego zestawu kotowego w pierwszym pojeZdzie, w zaleznosci od sztywnosci wiezi
kontaktowej Hertza
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ksztatcalny a takze efekt wjazdu dru-
giego wobzka tego samego pojazdu. W
przypadku przyspieszen drgart nad-
wozia, wyraznie widoczny jest tylko
efekt wjazdu drugiego wodzka. Podob-
nie s uksztattowane rozwigzania w
poczatkowej fazie ruchu pojazdu, ale
efekt progowy jest mniejszy m. in. dla-
tego, ze w chwili wjazdu na odksztat-
calny odcinek toru przemieszczenia
dynamiczne pojazduiich predkosci sa
zerowe.

W przeciwienistwie do poczatko-
wej fazy ruchu, po zjezdzie pojazdu
z odksztatcalnego odcinka toru ob-
serwujemy widoczne réznice miedzy
rozwigzaniami wyznaczonymi z zasto-
sowaniem podatnej i sztywnej wiezi
kontaktowej. Zarowno w przypadku
przemieszczert wozka jak i przyspie-
szerh nadwozia, wprowadzenie do
modelu obliczeniowego odksztatcal-
nych wiezi kontaktowych skutkuje
zmniejszeniem amplitud oraz prze-
sunieciem fazowym przebiegow (ry-
sunki 6 i 7). Ponadto, w przebiegach
drgan pojawiajg sie dodatkowe oscy-
lacje wysokoczestotliwosciowe, ktdre
wynikaja z lokalnych drgan zestawdw
kotowych. Na rysunku 8 pokazano
przyktadowe przebiegi tych drgan,
wygenerowane przy trzech réznych
sztywnosciach wiezi Hertz'a i pred-
kosci przejazdowej 60 m/s. Towarzy-
szace im przebiegi pionowych drgan
pierwszego woézka jezdnego przed-
stawiono na rysunku 9. Mozna za-
uwazyc, ze im wieksza jest sztywnosc¢
wiezi kontaktowej tym mniejszy jest
okres drgari swobodnych i szybciej
zanikajg lokalne drgania zestawu ko-
towego. Przemieszczenie dynamiczne
zestawu kotowego ustala sie, podob-
nie jak przemieszczenie $ledzace toru
(por. [9]). Ponadto, jak stwierdzono na
podstawie rysunku 9, sztywnos¢ wie-
zi kontaktowej nie moze by¢ dobrana
zbyt mata, poniewaz moze to prowa-
dzi¢ do zdegenerowania (przeszaco-
wania) przebiegéw drgan pojazdu
a stad i toru. Przyjecie wartosci k, =
1,410 N/m zalecanej w literaturze [4]
wydaje sie rozsagdnym kompromisem,
poniewaz daje wyniki nie réznigce sie
znaczaco od uzyskanych przy zasto-
sowaniu wiezi sztywnej (rysunki 4-7)
a réwnoczesnie pozostawia swobode
pionowego ruchu zestawow koto-
wych.
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Podsumowanie

W pracy przedstawiono i poréwnano
dwie metody symulacji drgart uktadu
pocigg-tor, réznigce sie zastosowa-
nym modelem kontaktu koto-szyna.
W pierwszej metodzie zastosowano
model w postaci dwustronnej, podat-
nej wiezi kontaktowej typu Hertz'a,
w drugiej — model w postaci wiezi
nieodksztatcalnej. W obu metodach
przyjeto ptaski model obliczeniowy
uktadu, ztozony z belki Eulera-Berno-
ulliego spoczywajacej na podtozu
sprezysto-ttumigcym typu Winklera i
zestawu pojazddw szynowych z dwu-
stopniowym zawieszeniem, mode-
lowanych ukfadami dynamicznymi o
dziesieciu stopniach swobody. Przed-
stawiono wyniki analiz numerycz-
nych, ktorych celem byto okreslenie
wptywu uwzglednienia podatnosci
dwustronnych wiezi kontaktowych na
wyniki symulacji drgan rozwazanego
uktadu. Stwierdzono, Zze zastgpienie
sztywnych wiezi kontaktowych przez
dwustronne wiezi podatne typu Hert-
7'a 0 typowej sztywnosci zalecanej w
literaturze, nie ma wptywu na symu-
lacje drgan toru a wptyw na symula-
cje przyspieszen jest nieznaczny, nie-
zaleznie od predkosci przejazdowe.
Widocznym skutkiem jest natomiast
niewielka redukcja pikéw oscyladji
przemieszczen i przyspieszen elemen-
toéw konstrukcyjnych pojazdu. Wynika
stad, ze rozwigzania dla pojazdu, wy-
zZnaczone przy zatozeniu sztywnych
wiezi kontaktowych sg rozwigzaniami
konserwatywnymi, czyli korzystnymi
z punktu widzenia bezpieczenstwa
w projektowaniu konstrukgji. Stoso-
wanie dwustronnych wiezi Hertz'a
w  modelu obliczeniowym uktadu
pocigg-tor, czesto praktykowane we
wspotczesnej literaturze, nie ma za-
tem istotnego uzasadnienia.
Wprowadzenie wiezi podatnych na
stykach kétz szynamijest uzasadnienie
wtedy, gdy wiezi te sg traktowane jako
jednostronne, tzn. nie przenoszace
rozciggania. Pozwalajg one uwzgled-
ni¢ chwilowe odrywania zestawow
kotowych od toru, ktére pojawiajg
sie m. in. przy duzych predkosciach
przejazdowych powodujacych duze
przyspieszenia drgan toru i zestawow
kotowych ([9]). Nalezy przypuszczac,
ze efekty dynamiczne wynikajace z
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9. Pionowe drgania przedniego wozka jezdnego w pierwszym pojezdzie, w zaleznosci od sztywnosci
wiezi kontaktowej Hertz'a

chwilowej utraty kontaktu koto-szy-
na moga by¢ znaczace. Ten problem
bedzie przedmiotem dalszych badan
autorow, ktore beda prowadzone za
pomoca metody symulacyjnej przed-
stawionej w tej pracy, po niewielkich
jej  modyfikacjach. Wprowadzone
modyfikacje metody umozliwig ob-
serwowanie reakcji kazdej podatnej
wiezi kontaktowej w kazdym kroku
obliczeniowym, i przyjecie zerowej
sztywnosci tej wiezi w przypadku jej
rozciggania. Niniejszg prace nalezy
potraktowac jako pierwszy etap ba-
dan prowadzacych do oceny wptywu
odrywania powierzchni tocznych kot
od szyn na odpowiedZ dynamiczng
uktadu pocigg-tor. Warto podkresli¢,
7e badania numeryczne przedstawio-
ne w tej pracy wykazaty juz, ze metoda
symulacyjna dziata poprawnie w stre-
fach petnego kontaktu két z szynami,
jesli sztywnos¢ wirtualnej wiezi kon-
taktowej jest wiasciwie dobrana. €
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Odpowiedzi krotkich belek mostowych
na przejazd pociggow szybkobieznych

Response of short span bridges under mooving high-speed train
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Streszczenie: W artykule przedstawiono poréwnanie odpowiedzi dynamicznych mostéw o réznych charakterystykach dynamicznych na
quasi-rzeczywiste obcigzenie ruchome. Poddano analizie rézne ukfady most — tor — pociag poruszajacy sie z duzg predkoscia. Uktad jest jed-
notorowy z nawierzchnig kolejowg podsypkowa. Modelem mostu jest 15 metrowa belka swobodnie podparta o konstrukcji stalowej. Model
obcigzenia odwzorowuje pocigg Shinkansen. Wyniki poréwnano z bardzo uproszczonymi modelami obcigzen, jak strumienie sit skupionych,
mas skupionych, oscylatoréw jednomasowych i oscylatoréw dwumasowych.

Stowa kluczowe: Krotki most kolejowy swobodnie podparty;interakcja pojazd — most; Rezonans

Abstract: The paper presents a comparison of dynamic responses of bridges with different dynamic characteristics to a quasi-real mobile
load. Different bridge — track — train (moving at high speed) systems were analyzed. The system is ballasted monotrack. The model of the
bridge is a 15-meter beam simple-supported with a steel structure. The load model is represented by the Shinkansen train. The results are
compared with very simplified load models, such as streams of concentrated forces, concentrated masses, one-mass oscillators and two-
-mass oscillators.

Keywords: Short span simply supported railway bridge; Vehicle-bridge interaction, Resonance

Systemy  transportowe odgrywajg ty Wiochy w 1981 r, Niemcy w 1988 . tatem uwarunkowan zwigzanych

kluczowa role w nowoczesnych spo-
teczenstwach. Rozwdj gospodarczy
zalezy od szybkiej i skutecznej mobil-
nosci zaréwno ludzi, jak i towarow. W
tym kontekscie, system kolei duzych
predkosci (pol. KDP; ang. HSR, High-
-speed rail) stanowi atrakcyjna alterna-
tywe dla srodkéw transportu drogo-
wego. Szybka kolej stata sie waznym
elementem krajowej sieci transpor-
towej, gdyz jest opcjg podrézy, ktdra
podnosi jakos¢ Zycia i wspiera wzrost
gospodarczy. Kolej HSR powstata w
drugie potowie XX wieku. W 1964 r
zostat otwarty pionierski system HSR
- pierwszy odcinek linii kolejowej (To-
kio-Osaka) japonskiego pociggu Shin-
kansen poruszajacego sie z predkoscig
eksploatacyjng 210 km/h. Nastepnie
w 1981 powstata linia kolejowa tacza-
ca Paryz z Lyon, po ktérej poruszat sie
pocigg TGV z maksymalng predkoscia
260 km/h. Do Japonii i Francji dotaczy-

ﬁrzeglqd komunikacyjny

(pociagi ICE), Hiszpania w 1992 r,, Bel-
giaw 1997 r, Wielka Brytania i Chiny w
2003 r, Szwajcaria i Korea Potudniowa
w 2004 r, Holandia i Turcja w 2009 r,
Austria w 2012 r. oraz Polska w 2015

r. Na podstawie danych zawartych w

opracowaniu Unii Europejskiej [19] na

rysunku 1 przedstawiono stan obecny
oraz linie w budowie systemu kolei
duzych predkosci w Europie.

Zgodnie z Dyrektywa Unii Europej-
skiej [2], linie kolei duzych predkosci
obejmuija:

«  specjalnie wybudowane linie du-
zych  predkosci, przeznaczone
generalnie dla predkosci réwnych
lub przekraczajacych 250 km/h,

«  specjalnie zmodernizowane linie
duzych predkosci przeznaczone
dla predkosci rzedu 200 km/h,

«  specjalnie zmodernizowane linie
duzych predkosci, posiadajace
szczegolne cechy bedace rezul-

7 topografig, rzeZbg terenu i urba-
nistycznych, na ktérych to liniach
predkos¢ musi by¢ dostosowywa-
na do kazdego przypadku. Ninigj-
sza kategoria obejmuje rowniez li-
nie taczace sieci duzych predkosci
oraz sieci konwencjonalne, linie
przebiegajace przez dworce, do-
step do terminali, lokomotywow-
ni itp,, z ktorych korzysta tabor
duzych predkosci poruszajacy sie
z predkoscia konwencjonalna.

Konstrukcje mostowe sg bardzo istot-
nymi elementami linii kolei duzych
predkosci, stuzg do przekraczania
przeszkdd, takich jak rzeki, doliny, ist-
niejace autostrady lub linie kolejowe.
W ostatnich dziesiecioleciach, analizy
mostow  kolejowych byty przedmio-
tem badan wielu inzynieréw, ponie-
waz efekt dynamiczny powodowany
przez pociagi przejezdzajagce przez
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1. Dtugoscé linii kolei szybkich HSR NETWORK w Europie

most jest jednym z najbardziej istot-
nych aspektow, ktére nalezy wzigc
pod uwage na etapie projektowania
[4]. Badania wykazaty, ze przy predko-
sciach powyzej 200 km/h mogga poja-
wiac sie nadmierne drgania w wyniku
zjawisk rezonansowych, co zostato po-
twierdzone w przepisach normowych
[11]. Przejscia nastepujacych po sobie
obcigzen (kolejne naciski osi zesta-
wow kotowych przemieszczajace sie
po Mmoscie) moga wzbudzi¢ konstruk-
cje mostowg i gdy czestos¢ wymu-
szenia (lub jej krotnos¢) bedzie bliska
czestosci drgan wiasnych ukfadu (lub
jej krotnosci) moze pojawi¢ sie zja-
wisko rezonansu. Moze to prowadzi¢
do kilku probleméw, a mianowicie
do: niestabilnosci warstwy podsypki,
utraty kontaktu miedzy kotem a szyna,
zwiekszenia uszkodzen zwigzanych ze
zmeczeniem lub nawet komfortu pa-
sazeréw. [20] Nalezy pamietad, ze nie-
ktore aspekty nie sg jeszcze do korica
Znane, Co sprawia, ze projektanci staja
przed problemem co z analizg dyna-
miczng mostéw kolejowych - czy nie
pojawig sie wyzsze wartosci przyspie-
szenia niz te uznane za dopuszczalne
w normach europejskich [22].
Obecne normy europejskie od-
zwierciedlajg problem nadmiernych
drgart poprzez wymog przeprowa-
dzenia analizy dynamicznej w prawie
kazdym przypadku, gdy maksymalna
predkos¢ linii przekracza 200 km/h.
W stosunku do wczedniejszych Pol-
skich Norm [12, 13], w normach PN-
-EN [10,11] rozbudowano podejscie
do zagadnien dynamicznych mostéw
kolejowych. Dynamiczny charakter
obcigzenia uwzgledniany jest na dwa
sposoby:
poprzez wprowadzenie obliczer
statycznych  na  zwiekszonych,
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przez wspotczynnik dynamiczny
(¢, obcigzeniach - podobnie jak
we wczesniejszych normach kra-
jowych,

poprzez analize bezposrednich
procesow deformadji i dystrybucji
sit wewnetrznych oraz naprezen
od obcigzent poruszajacych sie z
ustalonymi predkosciami na pod-
stawie dynamicznej odpowiedzi
uktadu (analiza czasowa) [26]

7 powodu nieujednoliconych wyma-
gan dotyczacych kolei duzych pred-
kosci analizy dynamiczne powinny
by¢ przeprowadzane na podstawie
norm, literatury technicznej oraz ko-
lejowych standardéw technicznych.
[27] Obiekt mostowy dopuszczony do
uzytkowania i eksploatacji przy prze-
jazdach taboru kolejowego z duzymi
predkosciami, powinien spetniac¢ wie-
le warunkéw. Gtowne z nich to:
wymagania stanu granicznego
nos$nosci z uwzglednieniem do-
datkowych efektow dynamicz-
nych oraz zmeczeniowych wywo-
tanych duzymi predkosciami,
wymagania stanu granicznego
uzytkowalnosci, ktére zapewnia
bezpieczenstwo ruchu oraz odpo-
wiedni komfort jazdy pasazerdw,
wymagania trwatosci konstrukdji,
unikanie trwatych deformacji,
wymagania odpowiedniego wy-
posazenia trasy kolejowej,
poprawnos¢ rozwigzan konstruk-
cyjnych, zaréwno projektowych
jak i wykonawczych,
wymagania ochrony srodowiska —
minimalne zanieczyszczenia oraz
hatas,
wymagania ekonomiczne - koszty
eksploatacji i konserwacji toru po-
winny byc¢ stosunkowo niskie.

Analiza dynamiczna

Historia analizy ruchomych obcia-
zen w Polsce siega czaséw przedwo-
jennych. Pierwsze pionierskie prace
wigzg sie z nazwiskiem Aleksandra
Wasiutynskiego. Zastosowanie metod
komputerowych do zagadnien obcia-

zen ruchomych w Polsce wigze sie z

nazwiskiem Jana Langera.[24]

W celu analizy dynamicznych efek-
téw mostoéw kolejowych w wyniku
przejazdu pociggu o duzych predko-
$ci mozna stosowac roznego typu me-
tody, m.in.:

1. metody analityczne oparte np. na
analizie modalnej,

2. metody uproszczone, wykorzy-
stujgce wprowadzenie wzbudze-
nia rezonansowego (DER - De-
composition of the Resonance
Excitation),

3. metody empiryczne opierajace
sie na rzeczywistych przyktadach,
ograniczajac sie do kilku typow
konstrukgji,

4. metody analityczne oparte na in-
terakcji pojazd-konstrukcja mostu.

W metodach czasowych stosuje sie

rézne doktadnosci matematyczne i fi-

zyczne - wykorzystuje sie rézne mode-
le teoretyczne odwzorowujace pociag
ruchomy np.

- modele normowe HSLM (ang.
High Speed Load Model) Ai B,
sity skupione,
masy skupione,
oscylatory jednomasowe,
lepko-sprezyste oscylatory dwu-
masowe,
ptaskie zestawy sztywnych tarcz
masowych i mas skupionych,
przestrzenne zestawy tarcz i mas,
inne.

Oprécz obcigzen deterministycznych,
ze wzgledu na losowos¢ drgan, wie-
lu badaczy postuguje sie modelo-
waniem obcigzen  stochastycznych
- rozpatruje drgania w kategoriach
probabilistycznych, a wiec wykorzy-
stuje aparat matematyczny z zakresu
rachunku prawdopodobienstwa i pro-
cesow stochastycznych. [23]

W pracy poréwnano wyniki dla bel-

9
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4. Przyktadowy pociqg Shinkansen, [6]

kowych mostéw o rozpietosci 15m

otrzymane metodami analitycznymi

dla nastepujacych pfaskich modeli

obcigzen poruszajacych sie ze statg

predkoscia:

1. strumien sit skupionych [1
del P, rysunek 2,

2. strumiet mas skupionych [14] -
model M, rysunek 2,

3. strumien oscylatoréw jednoma-

4]- mo-

10
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sowych [14]
2,

4. strumien oscylatoréw dwumaso-
wych [14]- model MM, rysunek 2,

5. zestaw dwdch sztywnych tarcz
masowych z liniowymi lepkospre-
zystymi zawieszeniami pierwsze-
go i drugiego stopnia [17] — mo-
del MBFS, rysunek 3.

Wyzej wymienione pie¢ modeli od-

- model M, rysunek

wzorowuje japonski  pociag  typu
Shinkansen (rysunek 4) ztozony z 8
powtarzalnych pojazdéw szynowych,
kazdy o dtugosci 25 m, o dwdch nieza-
leznych dwuosiowych wozkach jezd-
nych o rozstawie osiowym 17,5 m. [20]
Pigty model pojazdu (rysunek 3)
jest bardziej ztozony od pozostatych -
sktada sie z czterech nieresorowanych
mas skupionych odwzorowujacych
zestawy kotowe, z dwodch sztywnych
tarcz masowych odwzorowujacych
ramy wozkow jezdnych tacznie z silni-
kami trakcyjnymi oraz gérnej sztywnej
tarczy masowej odwzorowujacej nad-
wozie pojazdu. W modelu pojazdu
wystepujg cztery liniowe lepkospre-
zyste zawieszenia pierwszego stopnia
oraz dwa zawieszenia stopnia drugie-
go. Ukfad ma 6 stopni swobody.
Przyjeto nastepujace gtéwne zato-
zenia:
model fizyczny ukfadu jest ptaski,
uproszczonym modelem mostu

kolejowego  jednoprzestowego
jest swobodnie podparta belka
Eulera,

ttumienie w belce jest typu Lan-
gera (model statego dekrementu)
(8],

0s belki obcigzonej statycznie cie-
zarem wiasnym jest prostolinio-
wa,

tor poza belkg jest prostoliniowy i
niepodatny,

szyny sg idealnie proste - bez nie-
rownosci toru,

ukfad jest przedziatami liniowy fi-
zycznie i geometrycznie,
predkos¢ obcigzenia jest stata,

w chwili t=0 ukfad jest w rowno-
wadze statycznej,

rozpatruje sie skonczony strumien
N  powtarzalnych  elementéw
ruchomych, w odstepach od-
wzorowujacych rozstaw osiowy
wozkéw  jezdnych oraz dtugosc
pojazdu (obcigzenie cykliczne),
uwzgledniono jednostronne wie-
zy miedzy kotami pojazdow a szy-
nami (modele MM_ i MBFS).

W analizie dynamicznej modeli M,
MM_, MBFS wprowadzono sity interak-
ji (rysunek 5) pomiedzy skupionymi
elementami ruchomymi a belka mo-
stowg (ang. VBI - the vehicle-bridge
interaction).
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Rownania ruchu sformutowano w
niejawnej postaci, oddzielnie dla belki
oraz obcigzenia ruchomego. Zastoso-
wano réwnania Lagrangea Il rodzaju
dla belki oraz zasade d’Alembert’a dla
obcigzenia ruchomego. Otrzymano
macierzowe réwnania ruchu podu-
ktadéw nalezace do klasy rownan réz-
niczkowych zwyczajnych, liniowych, o
statych wspotczynnikach:

Bij(1) + Cq() + Kq(t) = FIR(), 1] (7)

gdzie: B,CK - macierze bezwtadnosdi,

ttumienia i sztywnosci, F[R(1),1] - wek-

tor obcigzen uogodlnionych zalezny od
wektora sit interakcji R(t) i zmiennej

czasowej t.

Macierzowe réwnania ruchu ukfa-
du sformutowano czesciowo w nie-
jawnej postaci. Nastepnie scatkowano
je numerycznie za pomocg metody
sredniego przyspieszenia Newmarka
z parametrami B, =1/4, y,=1/2, rozwi-
nietej do niejawnej postaci [14]. Prze-
prowadzono analize drgan gietnych w
ptaszczyZnie pionowej mostow.

W wyniku analizy dynamicznej
otrzymano nastepujace wnioski:

1. Modele P i M nie uwzgledniajg re-
sorowania — brak interakgji uktadu
pojazd — konstrukgja.

2. Model M jest oceniany jako naj-
mniej korzystny gdyz wykazuje
duze réznice, zarowno jakoscio-
we, jak i ilosciowe, w pordwnaniu
z innymi modelami.

3. Modele P i M sg bliskie rzeczywi-
stosci, ale w stanach rezonanso-
wych mogga wystepowac zaburze-
nia wynikow.

4. W zakresie uproszczonych modeli
pociggéw model MM_jest najbar-
dziej zblizony do rzeczywistosci

5. Modelowanie szybkich pojazdéw

a)

t=0
R R, |RsJR, |R o
‘N,,,‘. ‘3‘2 {1 ==V
b) 20
w(x,t) Ril) _ X
T W
ui(t) |

5. Modele belki i obcigzenia ruchomego:
a) konfiguracja uktadu w chwili poczqgtkowej,
b) ugiecie dynamiczne belki w(x,t) oraz potozenie
sify interakcji R (t)
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6. Przyktadowy uktad uwzgledniajgcy odksztatcalnosc stref dojazdowych
— skala skazona [15]

szynowych wymaga uwzgled-
nienia w komplecie mas niere-
sorowanych, mas resorowanych
oraz zawieszen lepkosprezystych.
Model MM_ majacy te cechy jest
raczej zbyt uproszczony. Sugeruje
sie, aby modelowac osobno ze-
stawy kotowe, resorowane ramy
wozkéw  jezdnych, resorowane
nadwozie pojazdu i zawiesia lep-
kosprezyste pierwszego i drugie-
go rzedu, np. model MBFS.

6. W przypadku powtarzalnych po-
jazdéw szynowych moga wyste-
powac stany rezonansowe, dlate-
go w symulacjach dynamicznych
nalezy wzig¢ pod uwage catko-
witg liczbe pojazddw oraz wspodt-
czynniki ttumienia.

W Zadnym z powyzszych modeli nie
uwzgledniono odksztatcalnos¢  toru
w strefach dojazdowych do mostu.
W pracach [15, 18], gdzie przyjeto
duzo bardziej ztozony ukfad (rysunek
6) most — tor — pocigg ruchomy (BTT
system), zostat udowodniony ogrom-
ny wplyw tego elementu na analize
mostu jako oddziatywania pod wpty-
wem pociggdw poruszajacych sie z
duzymi predkosciami. Przedstawione
wyniki analizy w pracy [1] potwierdza-
ja, ze nalezy uwzgledni¢ ,nierbwnos¢
progowa toru” spowodowang nagty
zmiang sztywnosci podtorza.

Zakonczenie

Modele o statym obcigzeniu rucho-
mym s3 szeroko stosowane w dyna-
micznej analizie mostéw kolejowych.
Jednak uzycie tego prostego modelu
moze przeszacowac odpowiedZ re-
zonansowg mostu o schemacie belki
swobodnie podpartej, jesli efekty in-
terakcji pojazd - most (ang. VBI - the
vehicle-bridge interaction) sg pomi-
jane, szczegdlnie w przypadku krot-
kich rozpietosci. [25] Aby uwzglednic
efekty VBI, Eurokod 1 [11] umozliwia
inzynierom rozwazenie dodatkowego
ttumienia konstrukcyjnego, ktore za-
lezy od rozpietosci mostu. Ta metoda
jest tak zwang dodatkowg metoda ttu-
mienia (ang. ADM - Additional Dam-
ping Method), zostata sformutowana
w celu uwzglednienia wptywu pro-
gnozowanej interakcji. Nalezy wzig¢
pod uwage, ze metoda dodatkowego
ttumienia moze czasami powodowac
niebezpieczng prognoze odpowiedzi
konstrukgji. [25].

W pracy [5] przedstawiajacej ana-
lize teoretyczng oraz doswiadczalng
mostu o rozpietosci przesta 15,25 m,
autorzy przyznali, ze modele nume-
ryczne przeszacowujg maksymalne
przyspieszenia konstrukcji mostowe;.
Twierdza, ze prawdopodobnie jest to
spowodowane brakiem uwzglednie-
nia interakcji pojazd - konstrukgja, ktd-
re sy najbardziej istotne w rezonansie.
Takie sytuacje rzadziej zdarzajg sie w
mostach $rednich badz dtugich. [5]
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Mosty kolejowe o matych rozpie-
tosciach wydaja sig bardziej proble-
matyczne [21]. Obserwuje sie, ze zja-
wisko rezonansu wystepuje czesciej
w krétkich mostach [3, 9]. Nalezy za-
znaczy¢, ze na dynamiczne zachowa-
nie wptywajg nie tylko wiasciwosci
konstrukcyjne mostu, ale takze wiasci-
wosci dynamiczne toru, a mianowicie
podsypka i szyna oraz dynamiczne
wiasciwosci pojazdu, szczegodlnie w
mostach o matych rozpietosciach. Te
aspekty skutkujg szczegodlnie trudny-
mi do przewidzenia odpowiedziami
dynamicznymi na etapie projektowa-
nia tego typu konstrukcji [22].

Dynamiczna analiza konstrukgji
mostowych jest konieczna w przy-
padku pojawienia sie rezonansu, czy-
li niebezpiecznego zjawiska, ktore
moze wystepowac w wyniku duzych
predkosci i regularnie rozmieszczo-
nych grup osi pociggow (cyklicznosc
obcigzenia). Jezeli jeszcze dodatkowo
wystepujg nierdwnosci toru to nad-
mierne drgania ptyty mostowej moga
powodowac utrate kontaktu koto-szy-
na, destabilizacje podsypki, wystepo-
wanie pekniec i kruszer betonu oraz
przekroczenie granic naprezen kon-
strukcji mostu. Efekty dynamiczne, w
tym zjawisko rezonansu, zawsze mu-
szg by¢ brane pod uwage, gdy anali-
zowany jest most kolejowy po ktérym
mogg poruszac¢ sie pociggi duzych
predkosci. W przypadku cykliczne-
go strumienia sit ruchomych w belce
moga wystapic stany rezonansoéw sito-
wych. <
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Streszczenie: W analizie wspoétpracy geosyntetykdw z elementami konstrukgji inzynierskiej mozemy je traktowac jako membrany sprezyste
lub powtoki posadowione na réznych rodzajach podtoza. Modelowanie uktadu rzeczywistego oznacza jego idealizacje pod katem uwzgled-
nienia tych cech osrodka i jego elementodw, ktére wydaja sie najistotniejsze z punktu widzenia analizowanego problemu. Zbudowany zosta-
nie model fizyczny, a nastepnie matematyczny przedstawiony w postaci uogélinionego uktadu dynamicznego. W tym opisie wykorzystuje
sie rézne operatory. Prowadzg one do ukfadéw ciggtych o parametrach roztozonych. Rozpoczynajac od opisu z wykorzystaniem uktadéw
dynamicznych ciggtych mozna przejs¢ do uktadow dynamicznych dyskretnych. Pozwala na to teoria uogdinionych uktadéw dynamicznych,
poprzez wykorzystanie innych operatoréw. Takie podejscie umozliwia prowadzenie analizy problemu z wykorzystaniem sygnatéw ciggtych
i dyskretnych. Otrzymane wyniki pozwalaja tez wyznacza¢ odpowiedzi analizowanych uktadéw metodami analitycznymi, numerycznymi
lub hybrydowymi.

Stowa kluczowe: Geosyntetyki; Uktady dynamiczne; Nieklasyczny rachunek operatoréw

Abstract: While interacting with the elements of the engineering structures, geosynthetics can be treated as elastic membranes or shells
placed on different types of foundation. Modeling of the real system takes into account the most important properties of the system and
its elements. We will develop a physical and mathematical model in a form of generalized dynamic system. The mathematical description
will use different operators leading to a continuous distributed system. The modeling will be further modified by development of discrete
dynamic systems, which is enabled by the theory of generalized dynamic systems. This approach allows for the analysis of the problem with
continuous and discrete signals. The results will show the response of the analyzed systems with analytic, numerical or hybrid methods.

Keywords: Geosynthetics; Dynamic systems; Non-classical operational calculus

Do opisu (modelowania) wielu ukfa-
dow fizycznych, mechanicznych wy-
korzystywane s uktady dynamiczne
ciggte i dyskretne o parametrach sku-
pionych i roztozonych, stacjonarne i
niestacjonarne. Szerokie mMozliwosci
tej teorii, a przede wszystkim teorii
uogodlnionych uktadow dynamicznych
pozwalajg zastosowac je w analizie
zachowania sie geosyntetykdw w ko-
lejowych konstrukcjach inzynierskich
poprzez wykorzystanie specjalnych
operacji rézniczkowych lub réznico-
wych oraz odpowiedniego ksztattu
endomorfizméw [13].  Wszystkie te
zabiegi, co istotne, majg matematycz-
ne uzasadnienie i w zwiazku z tym ich
zastosowanie jest uprawnione, 0 czym
przekonamy sie dalej. Geosyntetyki,
czyli geowtdkniny, geotkaniny, geo-
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siatki, geomembrany, geowyktadzi-
ny itp. sg powszechnie stosowane w
budownictwie, w tym przy budowie,
modernizacji i remontach linii kolejo-
wych zgodnie z wytycznymi zawarty-
mi miedzy innymi w [17]. Dobrze zbu-
dowana droga szynowa to droga nie
podlegajaca przypadkowym, niekon-
trolowanym odksztatceniom. Zwiek-
szenie  nosnosci  poszczegdlnych
warstw gruntu tworzacych budowle
ziemmng ma szczegolne znaczenie w
budowie drég kolejowych.

Wspdlng cechg  geotekstylidw,
geotkanin i geomembran jest brak
sztywnosci na zginanie. Ich wiasciwo-
$ci mechaniczne zaleza od sposobu
wykonania, uzytych materiatéw oraz
sposobodw zakotwienia. Czesto zasto-
sowane geosyntetyki w budowli maja

wielowarstwowe utozenie (rys. 1).

Takie wielowarstwowe stosowanie
geosyntetykow jest korzystne. Swiad-
Cza o tym badania przeprowadzone
w aparacie trojosiowego scinania pro-
bek gruntu (rys. 2).

W przekroju drogi kolejowej ta wie-
lowarstwowos¢ przedstawiona jest na
rys. 3. Z powyzszego wynika, ze kazda
kolejna warstwa posiada inne warunki
obcigzenia i wspotpracy. Zilustrowano
to schematycznie na rys. 4.

Charakter analogowy
analizowanego problemu

W wielu przypadkach w analizie
wspotpracy geosyntetykéw z podto-
zem i elementami konstrukgji inzy-
nierskiej (np. z podtorzem) mozemy
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1. Wielowarstwowe utoZenie geosyntetykow w nasypie
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3. Przyktadowy schemat utozenia geosyntetykow w przekroju drogi kolejowej [11]
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4. Przyktadowy schemat obciqzen (obcigzeri zastepczych) warstw drogi kolejowej [11]

wybrane geosyntetyki traktowac jako
membrany sprezyste lub powtoki
posadowione na roznych rodzajach
podtoza. np. typu Winklera, Eulera, Pa-
sternaka, Kerra, bowiem modelowanie
uktadu rzeczywistego oznacza jego
idealizacje pod katem uwzglednie-
nia tych cech osrodka, ktore wydaja
sie najistotniejsze z punktu widzenia
analizowanego problemu. Zbudowa-
ny model fizyczny, a nastepnie mate-
matyczny przedstawiony jest zwykle
w postaci szczegolnych przypadkow
uogodlnionych uktadow dynamicznych
[13]. W tym szczegdlnym opisie teoria
uogodlnionych uktadow dynamicznych
[13] dopuszcza wykorzystanie opera-
tora Laplace’'a A, a dalej zjego pomoca
operatora d’Alemberta [] Podobnie jak

ﬁrzeglqd komunikacyjny

ptyta na podfozu gruntowym (podto-
ZU sprezystym) opisywana jest z wyko-
rzystaniem bilaplasjanu [16].
Analogicznie (w sensie problemow
rozniczkowych) modeluje sie ukfady
ptytowe, czy fundamenty [8], funda-
menty ptytowo - palowe [6,15, 18, 21]
dobierajac  odpowiednie parametry
uktadu z uwzglednieniem parame-
trow podfoza gruntowego [19]. Na
ptytach, na fundamentach ptytowo —
palowych takze posadowione s3 linie
kolejowe, linie tramwajowe, rurociagi,
drogi startowe. W tych przypadkach
takze wykorzystuje sie geosyntetyki.
W [4] autorzy wykorzystuja w mode-
lowaniu podfoze sprezyste do oceny
wplywu nierdbwnomiernego osiadania
dna zbiornika na rozkfad sit wewnetrz-

T T T T T 1
10 12 14 16 18 20

Odksztalcenie [%]
2. Charakterystyka wynikow testu przeprowadzonego w aparacie tréjosiowego scinania dla prébek
gruntu o rézZnych zawartosciach geosyntetyku opracowany na podstawie [5] przy o, = 100 kPa

nych w jego dnie. Jest to istotne dla
okreslania awaryjnosci duzych zbiorni-
kéw [1]. Takie koncepcje wykorzystuje
sie przy analizie wzajemnego oddzia-
tywania w uktadzie pojazd kolejowy
— tor — podtorze - podtoze gruntowe
tacznie z ich eksperymentalng wery-
fikacjg [14], takze przez wczesniejsze
rozpoznanie podtoza gruntowego np.
z wykorzystaniem sondowania [7] i
okreslenie jego parametrow z wyko-
rzystaniem metody CPT bez pomiaru
cisnienia wody w porach gruntu lub
metody CPTU z pomiarem cisnienia
wody w porach gruntu. Wyniki son-
dowania mogg byc¢ przedstawione
za pomocg odpowiednich wykresow
(rys. 5). Na wykresach rejestrowane sa:
opdr na stozku sondy g, tarcie na tu-
lei ciernej f, cisnienie wody w porach
gruntu u.

W przypadku linii  kolejowych
wptyw na zachowanie sie konstrukcji
majg drgania, ktore sg wywotane przez
ruch pociggow i zalezg miedzy innymi
od ich predkosci. Po przekroczeniu
tzw.  predkosci krytycznej drgania
toru i podtorza znacznie zwiekszaja
sie i gwattownie narastajg trwate od-
ksztatcenia toru [3]. Decydujg o tym
rozchodzace sie drgania (fale), ktére
sg pewnego rodzaju perturbacjami
w polu predkosci, przemieszczajacy-
mi sie w osrodku przyjmujac rézne
formy i predkosci. Decydujgce s3 tu
fale sprezyste. Sg to fale mechaniczne,
ktére rozchodza sie w osrodku sprezy-
stym jakim jest podtorze i dalej prze-
chodzag do otoczenia w wyniku dzia-
tania sit zwigzanych z odksztatceniami
objetosci i postaci elementéw catego
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5. Przyktadowy wynik badari CPTU w wybranym punkcie (weZle) sondowania [9]

osrodka. Obiektami  zewnetrznymi
powodujacymi  owe odksztatcenia
sq przejezdzajace pojazdy szynowe,
ktore sg Zrodtami fal, a na ich genero-
wanie ma tez wptyw geometria i stan
toru.

Rozchodzenie sie fal sprezystych
w podtorzu, w gruncie polega tu na
wzbudzaniu czastek osrodka coraz
bardziej odlegtych od Zrédta fal. Fale
sprezyste (rys. 6) mozna podzieli¢
na fale objetosciowe rozchodzace
sie w gruncie i powietrzu (hatas) oraz
fale powierzchniowe rozchodzace sie
wzdtuz powierzchni rozdzielajacych
osrodki o réznych wiasciwosciach,
w tym fale rozchodzace sie na po-
wierzchni gruntu.

Fale objetosciowe podtuzne P do-
cierajg do rejestratora drgan, do od-
biornika jako pierwsze. Fale te powo-
duja odchylenie drgania w kierunku
rownolegtym do kierunku rozchodze-
nia sie fal. Powodujg $ciskanie i rozcia-
ganie osrodka i rozchodzg sie z pred-
koscig ¢,.

Fale objetosciowe poprzeczne S do-
cierajg ze Zrédta do rejestratora drgan
po fali P i majg predkosc c.. Predkosc¢
fal P i S zalezy od wielkosci parame-
trow sprezystych osrodka i wraz ze
zmiang tych parametrow predkosci
te moga réznic sie znacznie, a szcze-
golnie zmiany te moga by¢ zwigzane
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np. ze wzrostem gtebokosci w gruncie
[12].

Fale powierzchniowe: fale Rayle-
igha R i Love'a L maja dtugie okresy i
zmienne amplitudy, przy czym am-
plituda ich drgan maleje wykfadniczo
wraz ze wzrostem gtebokosci.

Powierzchniowe fale Rayleigha R,
ktérych predkosc zalezy od ich cze-
stotliwosci, rozchodzg sie poziomo
i wywotujg zaréwno pionowe, jak i
poziome, lecz nie czesto poprzeczne
ruchy powierzchni gruntu (rys. 6). Przy
czym pionowe i poziome sktadowe sg
przeciwne w fazie tak, ze ruch czastek
jest eliptyczny — odbywa sie po elip-
sie zorientowanej pionowo i ktora jest
prostopadta do kierunku biegu fali.
Pod wptywem tych drgan ziarna grun-
tu poruszaja sie po torach zblizonych
do elips, grunt zas$ ulega silnemu roz-
luZnieniu. Fale Love'a L rozchodzg sie
rowniez poziomo, przy czym wywotu-
ja poprzeczne, poziome ruchy czastek
(rys. 6).

Z tego wynika, ze w wielu przypad-
kach  konieczne jest wzmocnienie
podtorza, w tym z wykorzystaniem
geosyntetykow. Porownanie skutecz-
nosci niektorych wzmocnien podfoza
dla linii duzej predkosci przedstawio-
nonp.w [20].

6.FaleR S, R L[12]

Uogélnione ukfady dynamiczne
w nieklasycznym rachunku
operatoréw i ich zastosowanie

Uogodlnione uktady dynamiczne [13]
pojeciowo zwigzane s3 z nieklasycz-
nym rachunkiem operatoréw, ktory
bazuje na trzech liniowych opera-
Cjach S, s, T i dwdch przestrzeniach
liniowych L', L°. Zaktadamy, ze L'cL’,
SL'=L°, TP, siLl'=>KerS oraz do-
datkowo, ze ST =id, TS = id-s. Wasno-
$ci operacji S, T, s iich rézne reprezen-
tacje mozna znalez¢ w [2, 10, 13]. Co
istotne: wspomniane operacje mogg
by¢ definiowane w dziedzinie ciggtej
albo dyskretnej i wtedy prowadzg one
odpowiednio do opisu z wykorzysta-
niem réwnan rézniczkowych, rézni-
cowych, bad7 ich uktadéw. W zwigzku
7 tym mogga byc¢ wykorzystywane do
opisu i analizy uogoélnionych uktadéw
dynamicznych [13]. Takie podejscie
prowadzi do uogodlnionego wzoru
Taylora postaci
x=sx+TsSx+T’sS’x+...

TS+ T S x

. ()
gdzie xe L' {xe L™ :Sxe L"’l} .

Uwagal W ostatnim wzorze x nie ozna-
cza wspotrzednej punktu, lecz ele-
ment dowolnej przestrzeni liniowej L"
zdefiniowanej wczesniej. Pokazuje to
0goInosc¢ wzoru (1).
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Okazuje sie, ze do analizy naszego
problemu nalezy przyjac¢ jako opera-
cje S operator Laplace’a

az az az

=ttt —

ox* 9y’ 97

lub operator dAlemberta
2 2 2 2 2
[:A_Lza_z 8_2 9 8__1 J
a*or* ox* oy 977 a’ i

i dobrac¢ do nich operacje T i s.
Uwaga! W przypadku n=2 operator
Laplace'a redukuje sie do postaci

9’ 82
=30 9 natomiast dla n=1 otrzy—
mujemy  tylko  operacje —

i to zmienia réwnanie rézniczkowe **
modelu [11]. W przypadku operadji
[ (n=3) operacje T i s okreslone sg od-
powiednio wzorami

}I )

el 14
ot )

—Aui ! + ! A
on\d(P,R)) ad(P,R)

ou\od (P, B)
[5) on o
gdzie: [° = C (Ox<0,0)), L' = C
((1x<0,00)), operacja A jest podstawie-
niem za t wartosci t - (d (PP)/a) i a #

0 jest stafg charakteryzujaca ukfad za-
stepczy

d(P.R)=\(x=x) +(y=y.) +(z=7))
9 oznacza pochodng normalng, ©
8"jest brzegiem zbioru Q).

W kazdej z opisywanych sytuacji
w modelowaniu  matematycznym
wystepuje  rownanie  rézniczkowe
czastkowe [u=flx, y, z t). W naszym
przypadku opisuje ono ukfad zastep-
czy, w ktorym stata a charakteryzuje
odpowiednio podtoze (podbudowe)
7 geosyntetykami, natomiast f(x, y, z
t) charakteryzuje ciggte obcigzenie
zastepcze. Wielkosci te, muszg by¢
wyznaczone empirycznie [7, 14,171, w
tym laboratoryjnie z wykorzystaniem
aparatu tréjosiowego lub aproksymo-
wane przez parametry elementéw
sktadowych uktadu (rys. 3 i 4), ktore
w modelu moga by¢ traktowane jako
potgczone szeregowo lub réwnolegle

(P.F)

3)
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i moga tworzy¢ zastepczy uktad dyna-
miczny [13].

Oczywiscie x, y, z sg wspotrzedny-
mi punktu P € Q w chwili t, a u jest
funkcja odpowiedniej klasy w zbiorze
(Ox<0,e0) i 0ZNacza ugiecie (przemiesz-
czenie, zmiane potozenia punktéw P).
W naszym modelu wystarczy, ze Q) jest
graniastostupem lub  szczegdlnosci
prostopadtoscianem o odpowiednich
wymiarach. Korzystajac ze wzoréw (1),
(2), (3) mozemy zapisac

u(x, v, z,t) = u(P,t) =

el

_Aui( ! j L
on\d(P.R)) ad(P.F)

A[a_u)_ad<ﬂ%>}a}+

ot on
L Af (Root)

o e
czyli okresli¢ wartosci funkcji u w leza-
cym wewnatrz obszaru Q) punkcie P w
chwili t.

Ze wzoru (4) wynika, ze jezeli u, jest
odpowiedzig uktadu swobodnego
u=0,1zn.jest falg sferyczng, natomiast
u, jest odpowiedzig uktadu nieswo-
bodnego z wymuszeniem (obcigze-
niem) f(xy,z1), to odpowiedZ u tego
uktadu mozna przedstawi¢ w postaci
u=u,+u,. Jezeli obcigzenie zastepcze f
€Ker", to zgodnie ze wzorem (1) moze-
my zapisac:
u(Pt)=su+Tsf +T°s’f+..+T"'s"'
gdzie T i s sg okreslone odpowiednio
wzorami (2) i (3).

Jak pokazano w [11] zmiana potoze-

nia punktow analizowanego podfoza,
a w tym punktéw z geosyntetykdw
moze by¢ szacowana przez fale sfe-
ryczne (funkgcje sferyczne).
Uwaga!l Wykorzystane ukfady dy-
namiczne mozna analizowac tez w
przestrzeni wynikéw [13], ktéra jest
bogatsza w elementy niz przestrzen
wyjsciowa.

Wiasnosci rozwigzan (4) [11] upraw-
niajg do wykorzystania przedsta-
wionych opiséw matematycznych

do modelowania zmian potozenia
punktéw analizowanego obszaru Q,

d(P,PR)

a w szczegdlnosci interesujacych nas
punktow (x, y, g(x, y)) geosyntetykdw,
gdzie z = glx, y) jest rbwnaniem po-
wierzchni geosyntetyku, a (x, y) nalezg
do zbioru D CR?, ktory jest rzutem Q
na ptaszczyzne XOY uktadu wspot-
rzednych i punktow lezgcych w war-
stwach potozonych dostatecznie bli-
sko powierzchni geosyntetyku.

W celu przeprowadzenia identyfi-
kacji modelu trzeba przeprowadzi¢
badania eksperymentalne wykorzy-
stujgc eksperyment czynny, bierny lub
mieszany i przeprowadzi¢ walidacje
modelu.

Dyskretyzacja problemu i uktad
dynamiczny dyskretny

Niech
x=iAx;y = jAy;z=kAz;t = 1At
gdzie Ax, Ay, Az, At s odpowiednio
przyrostami zmiennych x, y, z, t
oraz
Ui jri :u(iAx, jAy7kAZ’lAt)’fi.j,k¢/ =

=u(iAx, jAy,kAz,lAt)

Zastepujagc pochodne czastkowe ich
ilorazami réznicowymi i wprowadza-
jac w przestrzeni czterowskazniko-
wych sygnatow dyskretnych operacje

Sl”:,kz Uiy ok
Solly iy = Uik

Szuiﬁ/,k,l =U; ke

S4ui,j‘k.1 =U ks
albo
Su;. Gkd T Wi ks T Wik
Su,; dkd = Wi kg T Wik
Su;. Gkd T Wik T Wik
Sy, =u, —u

ikl i,j.k,1+1 ij.k,l

mozemy analizowane ukfady dyna-
miczne ciggte zastapi¢ dyskretnymi
uktadami dynamicznymi o parame-
trach roztozonych, ktére mozna wy-
korzysta¢ do badania w dziedzinie
czterowskaznikowych sygnatow dys-
kretnych lub do numerycznego wy-
znaczania ich odpowiedzi.

Podsumowanie
Przedstawiono metode analizy pro-

blemu z wykorzystaniem nieklasycz-
nego rachunku operatoréw i uogol-
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nionych uktadéw dynamicznych.

Ogdlnie przyjety aparat matema-
tyczny pokazuje szerokie mozliwosci
tworzenia jednolitych opisoéw proble-
mow inzynierskich w réznych dziedzi-
nach: ciggtej i dyskretne).

Wykorzystujac wzor (4) mozna pro-
wadzi¢ analize ilosciowa i jakosciowa
problemu, po przeprowadzeniu iden-
tyfikacji, kalibracji i walidacji modelu,
najlepiej z wykorzystaniem badan in
situ w celu okreslenia parametrow
uktadu zastepczego.

Wielkosci u(x, y, z t) mozna wyzna-
cza¢ numerycznie, a takze z wykorzy-
staniem metod hybrydowych na ba-
zie wzoru (4) lub wykorzystujac uktady
dynamiczne dyskretne o parametrach
roztozonych przyblizajace dany ukfad
dynamiczny ciagty.

Otrzymane zaleznosci mozna wy-
korzystywac do badan symulacyjnych
i eksperymentalnych.

Wspomniane modele analogowe
mozna wykorzystywac¢ do okreslania
awaryjnosci, niezawodnosci  syste-
mow transportowych, ich elementéw
oraz wykorzysta¢ do planowania ich
napraw biezacych i gtéwnych.

Analize problemu dodatkowo kom-
plikuje wzajemne oddziatywanie po-
szczegolnych elementow konstrukdji,
przyktadowo nawierzchni kolejowej,
podtorza z geosyntetykami i podtoza
gruntowego. Wyjsciem z tej sytuacji
jest wykorzystanie uktadow analogo-
wych i zastepczych. <
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Drgania ptyty z wypetnieniem sprezystym spoczywajacej
na podtozu Winklera wywotane ruchomym oscylatorem

Vibrations of the plate with elastic core resting on the Winkler
foundation caused by a moving oscillator
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Streszczenie: W pracy rozwazana jest konstrukcja sktadajaca sie z dwadch ptyt Kirchhoffa potaczonych warstwa wypetnienia sprezystego
Winklera. Uktad ptyt spoczywa na podtozu Winklera i obcigzony jest jednomasowym oscylatorem lepkosprezystym, poruszajagcym sie ze
statg predkoscig po gornej ptycie, rownolegle do jednego z bokdw. Analizowane sg drgania wymuszone i drgania swobodne ptyt oraz oscy-
latora. W przypadku tak ztozonego uktadu ruch ptyt jest opisany dwoma sprzezonymi réwnaniami rézniczkowymi lub jednym réwnaniem
rézniczkowym zawyzonego rzedu. Ponadto ze wzgledu na charakter ruchomego obcigzenia (obcigzenie inercyjne) rownania te majg zmien-
ne, zalezne od czasu wspotczynniki. Otrzymane rozwigzania zilustrowano przyktadami obliczeniowymi.

Stowa kluczowe: Drgania ptyty z wypetnieniem sprezystym; Podtoze Winklera; Ruchomy oscylator

Abstract: In the paper a structure consisting of two Kirchhoff plates connected by an elastic Winkler layer is considered. The structure rests
on the Winkler foundation and is subjected to a one-mass visco-elastic oscillator, moving at a constant speed on the upper plate, parallel
to one of the plate sides. Forced and free vibrations of the plates and the oscillator are analysed. In the case of such a complex system vi-
bration of the plates is described by two coupled differential equations, or one differential equation with elevated order. In addition, due
to the nature of the moving load (inertial load), these equations have variable, time-dependent coefficients. The solutions are illustrated by
numerical examples.

Keywords: Vibration of plate with elastic core; Winkler foundation, Moving oscillator

Konstrukcje warstwowe, a szczegol-
nie ptyty, maja szerokie zastosowa-
nie w budownictwie drogowym,
mostowym oraz lotniskowym. W

ptyty pofgczone warstwg wypet-
nienia sprezystego Winklera. Oma-
wiany uktad spoczywa na podtozu
Winklera. Konstrukcja obcigzona jest

jednomasowym oscylatorem lepko-
sprezystym poruszajgcym sie ze stafg
predkoscig po gornej ptycie, rowno-
legle do osi x, (rys. 1). W pracy prze-

literaturze istnieje wiele prac doty-
czacych zagadnien belek oraz ptyt
warstwowych. W sktad tych opra-
cowan wchodzg zaréwno mono-
grafie, prace przeglagdowe jak i ory-
ginalne rozprawy naukowe. Belki i
plyty warstwowe sg przedmiotem

} . . ) &4 my, D,
analizy miedzy innymi prac [1-10]. =
Analizowane w nich s3 zagadnienia y
obcigzen ruchomych, umiarkowanie =
= ¥y

duzych ugie¢, wptywy termiczne,

wptywy podtoza sprezystego, nieli-

niowos¢ fizyczna materiatu i inne.
Celem niniejszej pracy jest przed-

stawienie analizy dynamicznej pty- ‘
ty warstwowej, spoczywajgcej na b
podtozu odksztatcalnym pod ob- z, W, W,

v v

cigzeniem ruchomym oscylatorem

jednomasowym. Rozwazamy dwie 1. Schemat dynamiczny uktadu ptyty — podtoze sprezyste Winklera obcigzonego ruchomym oscylato-

rem jednomasowym
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analizowano drgania wymuszone
oraz drgania swobodne ukfadu ptyt
i oscylatora.

Réwnania ruchu oscylatora oraz
uktadu ptyt na podtozu Winklera

Rozwazamy mate drgania prosto-
katnej ptyty skifadajacej sie z trzech
warstw, spoczywajgcej na podtozu
Winklera o wspotczynniku sprezy-
stosci ¢ (rys. 1). Warstwe gérng i dol-
ng stanowig jednorodne, sprezyste,
cienkie ptyty Kirchhoffa o grubosci
h, oraz h, Rbwnomiernie roztozone
masy jednostkowe i sztywnosci tych
ptyt wynosza odpowiednio m, i D,
oraz m, i D,. Ptyty pofgczone sg ze
sobg wypetnieniem sprezystym Win-
klera o wspotczynniku sprezystosci k.
Wypetnienie przenosi tylko sciskanie
lub rozcigganie. Obcigzenie uktadu
stanowi ruchomy oscylator jedno-
masowy 0 masie M, poruszajacy sie
po powierzchni gérnej ptyty, réow-
nolegle do osi x, ze statg predkoscig
v. Ugiecie powierzchni s$rodkowej

Infrastruktura transportu sz

gornej ptyty opisuje wspotrzedna w,
powierzchni Srodkowej dolnej pty-
ty wspotrzedna w,, a ugiecie masy
oscylatora wspotrzedna w.

Ruch drgajacy uktadu ptyta war-
stwowa — oscylator jednomasowy, w
przypadku gdy oscylator porusza sie
po ptycie rownolegle do osix,, opisu-
ja réwnania rézniczkowe (1).

W powyzszych wzorach N(t) jest
naciskiem dynamicznym ruchome-
go oscylatora jednomasowego na
plyte.

Pochodna materialna w rowna-
niach (1), w przypadku statej predko-
$ci oscylatora, okreslona jest naste-
pujagcym wzorem:

dw, dw,
dr o1

ow,

Pierwsze z réwnan (1) jest rowna-
niem lepkosprezystego oscylatora
jednomasowego wzgledem potoze-
nia réwnowagi statycznej. Zwigzek
(2) wykorzystano w réwnaniu ruchu
oscylatora. Roézniczkowe réwnania
ruchu (1) rozwazanego uktadu trzy-
warstwowego sg rownaniami czast-

d*w dw dw,
M? ()[E_d_tlj+k()(w_WI):O’
dw, (x,y,
D1V4W1(x’y’t)+m1(—+k|:wl x Y, ) Wz(x,y,t)]zpl(x,y,t), M
d*w, (x,y,1)

D,V*iw, (x,y,t)+m,
gdzie:

17 +k[w2 (x,y,l)—wl(x,y,t)}+cw2 (x,y,1)=0,

P )= WO c)3 (s, = =1 2 o003,

d’w dw ow
mMEY i (L0 2 Doy
dr’ +770<dt {( % j a k
+v [1+—) oMy e awz
ox k ax

+kyqw— (HEJWZ +&V
k k

+_
k of

"5

LY aw2

k 0t’ox

}} " @

m, 0°w,

azwz

kat

J)

DD 1 ’w c
p L2V (Viw, )+ ;(Dlm2+D2ml)V4( aﬁz}{l)‘ (1+;)+D }V L+
4
+| m, 1+5 ]+ 8vZZ+mm26m:2+CW2=
k ot k ot

{M M?; :|5(x—vt)5(y—y0).
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kowymi czwartego rzedu ze wzgle-
du na zmienne geometryczne x i y
oraz drugiego ze wzgledu na czas t.
Réwnania te sg ze sobg sprzezone.

Rozwiazanie réwnan ruchu
plyt obcigzonych ruchomym
oscylatorem

Sprzezone rownania rozniczkowe ru-
chu goérnej i dolnej ptyty (1) mozna
sprowadzi¢ do dwodch niezaleznych
rownan z jedng niewiadomg w, lub
w,. Niewiadome ugiecia w, i w, po-
wigzane sg zaleznoscig wynikajaca z
trzeciego z rownan (1):

w, (x, v, t) = (1 + Ii)wz (x, v, t)+

m, 0%w, (x, y,1) 3

D
fv4w2(x,y,t)+ o (3)

Wykorzystujac (2) w pierwszym row-
naniu (1) oraz podstawiajac (3) do
dwadch pierwszych rownan (1) otrzy-
mujemy uktad dwdch réwnan opisu-
jacy ruch oscylatora oraz dolnej ptyty
W nastepujacej postaci (4).

Réwnanie opisujace drgania dol-
nej ptyty (4), jest rbwnaniem roznicz-
kowym ésmego rzedu i pozostaje
sprzegniete z rbwnaniem oscylatora
(4),, ktdre jest rzedu pigtego.

Rozwigzania uktadu réwnan (4)
poszukujemy metodg rozdzielenia
zmiennych Fouriera zaktadajac roz-
wigzanie w postaci podwdjnego sze-
regu:

oo

w2 X, y,t) :iz fom smamxsinﬂ”y (5)
gdzie:
f (-

mn

nieznana funkcja czasu.

Nastepnie stosujemy algorytm or-
togonalizacyjny do  rozwiagzania
rownan ruchu oscylatora i pltyty
uwzgledniajac tylko jeden wyraz po-
dwdjnego szeregu m = n = 1. Row-
nania ruchu oscylatora i gornej ptyty
w postaci bezwymiarowej zapisuje-
my w sposéb (6):

gdzie:
§=vft,n:% — wspotrzedne bezwy-
¢ miarowe,

g -
— ugiecie statyczne oscylatora,
0

st
w o=
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o 4Mg

D, .
1k 248 +{D][1+§j+02}/;‘1 +2c}

wy = 5
ab{

— ugiecie statyczne Srodka dolnej
plyty, wywotane ciezarem oscylato-
ra,
g,,(€) — bezwymiarowe ugiecie dol-
nej ptyty,
g,(§) — bezwymiarowe przemiesz-
czenie pionowe masy M oscylatora,
5

! a b)) -
Otrzymany bezwymiarowy ukfad
rownan ruchu oscylatora i dolnej
ptyty jest uktadem rézniczkowych
rownan zwyczajnych czwartego rze-
du o zmiennych wspodtczynnikach
z niewiadomymi funkcjami g, (&) i
g,,(€). Rozwigzanie tego ukfadu oraz
wyniki graficzne mozna otrzymac w
prosty sposob, np. korzystajac z pro-
gramu MATHEMATICA. Wyznaczona
funkdja g,,(€) jest funkcjg ugiecia pty-
ty stanowigcej dolng warstwe ukfa-
du trzywarstwowego. W celu uzy-
skania wykreséw ugie¢ goérnej ptyty
nalezy po wyznaczeniu funkdji g,,(€)
powrdci¢ do wspotrzednej w, (xyt),
a nastepnie korzystajac ze wzoru (3)
obliczy¢ funkcje w, (xyt). Ugiecie
goérnej warstwy plyty w, (xy,f) mozna
rowniez przedstawi¢ w formie bez-
wymiarowej, wprowadzajac wspot-
rzedne bezwymiarowe ¢ oraz g,,(€),
przy czym funkcje g,,(§) nalezy od-
nies¢ do ugiecia statycznego dolnej
plyty, wywotanego sitg M, przytozo-
na do gornej warstwy uktadu.

Rozwigzanie ukfadu trzech réw-
nan ruchu sprowadzito sie zatem do
rozwigzania uktadu dwodch réwnan
rozniczkowych ésmego rzedu ze
wzgledu na zmienne geometryczne
X i y oraz czwartego ze wzgledu na
czas t. Wyznaczenie ugie¢ obu ptyt
oraz przemieszczenia pionowego
masy oscylatora mozliwe jest réw-
niez poprzez rozwigzanie uktadu
trzech czastkowych réwnan roznicz-
kowych czwartego rzedu ze wzgle-
du na zmienne x i y oraz drugiego
rzedu ze wzgledu na czas t. Réwna-
Nia te sg ze sobg sprzezone.

Omadwione powyzej rozwigzania
obowiazuja wtedy, gdy ruchomy

20

ﬁrzeglqd komunikacyjny

&g, (§)  myad

F ey g tora($)=
=sinzn —2 {Z&Ik sin & Z“ggg) 1:; (770‘15005755”‘ Smﬂfjdqésgé:)Jr

n & 4 dQIl(f)

v(l+ = %]js zé e +

+— @ (1+k+ 7’11j(770 —cosz§ +k, Slnﬂqu“(f) ©
d'q,(§)  ka’ 1 4 ( Ej —dzq”(é:)

d¢ +v2mlmzL(D""”DzmlmJ”"1 ) A T

ka*

{DDZ 4 { ( ZJ+D2}%“1+2c}qn(§)=

vimm,
_ 1Sl 4ka’sinré s41n zn Mg — M\zzz . d’q, (Zf) ’
w) bm,m,v a dé

oscylator znajduje sie na ptycie tzn.w
przypadku, gdy wspotrzedna bezwy-
miarowa & zawiera sie w przedziale
O0<é< .

Po zjechaniu oscylatora z kon-
strukcji, przy £ > 1 ptyta wykonuje
drgania swobodne. Drgania swo-
bodne srodka dolnej ptyty opisuje
wyrazenie:

g @)=

1
= (K, cosoVr+
st st
2 2

+L, sin a)l(})t +K, cos w1(12)t +L, sin a)l(lz)t)

()

Wréwnaniu (7) w,, Vi w, @ sg czesto-

$ciami drgant wiasnych dolnej ptyty:
o) _ |[A=VA*—4B

1m - f’

Pl = |A+VAT-4B

mo 2

8)

gdzie:

A= k {i(D]m2+D2m1) A +m1[1+%j+mz}

mm, | k
¢ 4
D, 1+; +D, |y, +c

Rozwazana ptyta jest zatem ukfa-
dem dwumodalnym. Z réwnan (8)
wynika, ze drgania wifasne istnieja,
gdy spetniony jest warunek A? > 4B.
W przypadku A? = 4B otrzymujemy
dodatkowe pasmo drgan wiasnych
0 Czestosci

DD, . k

B= +

m,m, mm,

A
o) =

©)

2

W rozwazanym zadaniu mozna tak
dobrac¢ parametry materiatowe ptyt,
zeby ptyta goérna nie miata ugie¢. W
takim przypadku ptyta dolna jest ab-
sorberem mechanicznym drgan wy-
muszonych.

Przyktad obliczeniowy

Poniewaz rozwazany ukfad réwnan
ruchu (6) jest uktadem rownan roz-
niczkowych, liniowym, czwartego
rzedu, o zmiennych wspotczynni-
kach, zostat rozwigzany numerycznie
przy pomocy programu Mathemati-
ca. Do obliczer przyjeto nastepujace
dane liczbowe:

wymiary ptyt w planie a x b =

5,00m x 7,00m,

grubosc¢ gornej ptyty h, = 0,18m,

modut sprezystosci gornej ptyty

E, = 38600 MPa,

masa przypadajaca na jednostke

powierzchni goérnej ptyty m, =

4500kg/m?,

wspotczynnik  Poissona  gornej

plyty v, =0,167,

grubos¢ dolnej ptyty h, = 0,20m,

modut sprezystosci dolnej ptyty

E,= 23100 MPa,

masa jednostkowa dolnej ptyty

m, = 4000kg/m?,

wspotczynnik  Poissona  dolnej

plyty v,=0,167,

wspotczynnik sprezystosci pod-

toza Winklera ¢ = 11T0MN/m?,

masa resorowana oscylatora M =

11/2019



11723kg,

wspotczynnik ttumienia oscyla-
tora n, = 40kNs/m,

wspotczynnik sprezystosci oscy-
latora k, = 2000kN/m,
wspotczynnik  sprezystosci wy-
petnienia Winklera k = 11T00MN/
m?.

Wyniki  zilustrowano  wykresami
przedstawionymi na rysunkach 2-8.
Na rysunkach 2-4 pokazano ugiecia
gornej i dolnej ptyty we wspotrzed-
nych bezwymiarowych przy pred-
kosci oscylatora v = 50km/h, v =
100km/h i v =150km/h.Rysunki5i6
ilustrujg odpowiednio wptyw pred-
kosci i wspdtczynnika sprezystosci
podfoza oscylatora na jego na prze-
mieszczenie pionowe masy M. Nato-
miast na rysunkach 7 i 8 pokazano
wptyw wspotczynnika sprezystosci
podfoza ¢ na ugiecie srodka gornej i
dolnej ptyty.

Whnioski

Otrzymany uktad dwoch bezwymia-
rowych réwnan ruchu (6) jest ukfa-
dem zwyczajnych, liniowych réwnan
rozniczkowych czwartego rzedu o
zmiennych wspoétczynnikach. Jako
rozwigzanie otrzymujemy bezwy-
miarowe wyrazenia gO(E) i g,,(&)
opisujgce odpowiednio przemiesz-
czenie pionowe oscylatora i ugiecie
dolnej ptyty. Majac rozwigzanie row-
nan (6) mozna wyznaczy¢ ugiecie
gornej ptyty korzystajac z zaleznosci
(3). Przedstawione w pracy wyniki
mozna otrzymac rowniez rozwigzu-
jac uktad trzech rownan rézniczko-
wych czwartego rzedu, sprzezonych
ze soba.

Analizowany ukfad ptyt jest ukfa-
dem dwumodalnym. Istnieje mozli-
wos¢ takiego dobrania parametrow
mechanicznych  konstrukcji, aby
ugiecia gérnej ptyty, po ktorej poru-
sza sie obcigzenie byty zerowe. Takie
przypadki, stanowigce mechanicz-
ne ttumiki drgan, byty przedmiotem
opracowan miedzy innymi Onisz-
czuka [5]. €

11/2019

Y

dolna plyta

/
Ini gbrna plyta
l v
W Wy

2. Ugiecie srodka plyty warstwowej obcigzonej oscylatorem poruszajgcym sie z predkoscig 50 km/h,
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3. Ugiecie Srodka ptyty warstwowej obciqzonej oscylatorem poruszajqcym sie z predkosciq 100 km/h,
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4. Ugiecie srodka plyty warstwowej obcigzonej oscylatorem poruszajqcym sie z predkosciq 150 km/h,
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5. Wptyw predkosci oscylatora na jego przemieszczenie pionowe
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6. Wptyw wspdiczynnika sprezystosci podfoza c na przemieszczenie pionowe masy M oscylatora
poruszajqcego sie z predkosciq v = 100 km/h, przy statej wartosci wspdtczynnika sprezystosci
wypetnienia k = 1100MN/m?
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7. Wptyw wspdiczynnika sprezystosci podioza ¢ na ugiecie srodka gornej plyty, predkosc v =150 km/h,
wspotczynnik sprezystosci wypetnienia k = 1100MN/m?
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8. Wptyw wspdiczynnika sprezystosci podfoza c na ugiecie Srodka dolnej ptyty, predkos¢ v = 150 km/h,

wspditczynnik sprezystosci wypetnienia k = 1
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Zmiana wiezéw w linowych strukturach przequbowych
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Streszczenie: W pracy przeanalizowano cztery przyktadowe ptaskie i przestrzenne uktady materialne, w ktérych nagle usunieto cze$¢ wie-
zOw. Analizowano prostg strukture sktadajgca sie z dwaoch lin i punktu materialnego, strukture przestrzenng ztozong z trzech niewazkich lin i
punktu materialnego, belke podwieszong na dwdéch linach oraz tarcze kotowa réwniez podwieszong na dwoch linach. We wszystkich przy-
padkach nagle przecieto jedna z lin. Rozwigzania uzyskano metoda analityczna, wykorzystujac wiasnosci chwilowego srodka przyspieszen.
Uzyskane wyniki zilustrowano wykresami przyspieszen, przyspieszen katowych i sit dziatajacych w rozwazanych uktadach.

Stowa kluczowe: Struktury przegubowe; Zmiana wiezéw; Chwilowy srodek przyspieszenia

Abstract: In the paper four examples of two-dimensional and three-dimensional material systems, in which some of constraints were
suddenly removed, are analyzed. A simple structure consisting of two ropes and a particle, a spatial structure consisting of three weightless
ropes and a particle, and a beam suspended on two ropes and a circular shield, also suspended on two ropes, were analyzed.. In all cases one
of the ropes was suddenly cut. Solutions were obtained by the analytical method, using the properties of the instantaneous center of acce-
leration. The obtained results are illustrated by diagrams of accelerations, angular accelerations and forces acting in the considered systems.

Keywords: Articulated structures; Change of constraints; Instantaneous center of acceleration

Nagta zmiana wiezdéw w konstruk-
cjach budowlanych czesto prowadzi
do stanéw awaryjnych i katastro-
falnych obiektow inzynierskich [3].
Przedmiotem rozwazan w niniejszej
pracy sg ptaskie i przestrzenne ukia-
dy materialne. Rozwigzano cztery
przyktadowe struktury, w ktérych na-
gle usunieto czesc¢ wiezdw. W chwili
poczatkowej t = 0%, tuz po zmianie
wiezbw, Wwyznaczono przyspiesze-
nia, a takze uktad wszystkich reakgji
zewnetrznych oraz sit wewnetrznych
w nierozciggliwych linach. Zadania
rozwigzano metodga analityczng ko-
rzystajac z wiasnosci chwilowego
srodka przyspieszen [10-15]. Nalezy
podkresli¢, ze w chwili t = 0 w ukfa-
dzie nie wystepujg jeszcze Zzadne
predkosci i predkosci katowe, nato-
miast s juz przyspieszenia oraz sity
zewnetrzne i wewnetrzne w ostabio-
nym uktadzie materialnym. W takich
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przypadkach chwilowy srodek obro-
tu (predkosci) pokrywa sie z chwilo-
wym $rodkiem przyspieszenia.

Nagta zmiana wiezéw punktu
materialnego podwieszonego
na dwéch oraz na trzech linach

Rozwazmy pfaska strukture pokaza-
na na rysunku 1, z punktem mate-
rialnym C o ciezarze Q. Poczatkowo
(przed usunieciem wiezdw) sity w
obu linach s3 jednakowe. Wyznacza-
my je z rownowagi statycznej wezta
C mamy réwnanie, z ktérego wyzna-
czymy statyczne sity wewnetrzne
jednakowe w obu pretach:

0

cosa=Q = S, =— (1)

2S stat N
) 2cosa

Tuz po przecieciu linki AC w ukfadzie
nie ma jeszcze predkosci, natomiast
jest juz przyspieszenie g punktu ma-

terialnego o ciezarze Q. Zgodnie z
oznaczeniami na rysunku 2, z row-
nan kinetostatyki wezta C znajduje-
my site Seyn W NiE przecigtym precie:

ZE, =0 = S, cosa+gacos(§—aj=Q
) ’ 8

o
Sstat

Q Q

1. Schemat statyczny ptaskiej struktury przed
przecieciem linki AC
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2. Schemat dynamiczny ptaskiej struktury po przecieciu linki AC

/ Qdyn
n =
Qstat

2,0

1,5

1,0

0,5

1

0,5

1,5 o

1,0
3. Wykres wspotczynnika dynamicznego czyli funkgjin = n(a), w zaleznosci od kqta a € <0,71/2>

Przyspieszenie a wyznaczymy, wy-

korzystujac réwnanie kinetostatyki ZMB:O - leina—galzo
sumy momentéw  wszystkich sit g
wzgledem punktu B (rys. 2) pozio- — a=gsina.
mego stropu w chwili t= 0%

3)

= Q = ———
3cosy 3cosy’

mg

Z Fz =0 - 3Xslat cosy = Q - stat

2
H>=d*- gaﬁ -1 3a® —4b°, cosy=£=£\/3a2—4b2,
3772 3 a 3a (5)
1 ax/g
Xslat=_mg—'
3 3 -4°

ZFzZO - ZnynCOSVerPCOS(%—ﬂj:mg - 2Y,, cosy+mpsin f=mg,
6)
3a’ —4b’

b3 , h=+3a*—4b*, cos}/=£=—.
a3

h 3a b a

bg\/g
3Va® -b?

1
ZMAC=O - mg§2b§=mph - p=

ﬁrzeglqd komunikacyjny

Q=mg

372
H = hl3a? = 4b?
cosy = §= 3a2a = 40°
SF;=0

3Xs1atCOSY = mg

mg
Xstat = 3cosy

Xstat = +m _aB
Stat 3 gm

4. Przestrzenna struktura pretowa przed przecieciem linki BS

Stosunek sity dynamicznej w lince BC
do sity statycznej w tej lince znajdu-
jemy w nastepujacy sposob:

n=h=2(cosa)z.

stat

)

Wykres funkcji n = n(a), przy a €
<0,71/2> pokazano na rysunku 3.

Rozpatrzymy teraz strukture prze-
strzenng ztozong z trzech linek, za-
mocowanych przegubowo w sztyw-
nym poziomym stropie w punktach
A, BiC, azbiegajacych sie do punktu
S, w ktérym podwieszono punkt ma-
terialny o masie m. Liny maja jedna-
kowg dtugosc¢ a, zas punkty A, Bi C
sg wierzchotkami trojkata réwno-
bocznego o zadanej dtugosci boku
rownej 2b, jak na rysunku 4. Ukfad
pozostaje w réwnowadze w polu
grawitacyjnym ziemskim. W pewnej
chwili przecieto raptownie linke SB.
Wyznaczymy stosunek sity dyna-
micznej do sity statycznej w kazdej
nieprzecietej lice.

Zgodnie z oznaczeniami na ry-
sunku 4, w przypadku statycznym, z
uwagi na symetrie ukfadu wzgledem
osi pionowej, przechodzacej przez
punkt S, sity od obcigzenia statycz-
nego w trzech linach s3 jednakowe
i mozemy je wyznaczy¢ z rownania
rownowagi (5) wycietego wezta S:

Po raptownym przecieciu linki BS,
zgodnie z oznaczeniami na rysunku
5, uktad sit w weZle S ulega zmianie.

11/2019



Brak jest jeszcze predkosci w ukia-
dzie, natomiast wystepuje juz przy-
spieszenie punktu materialnego o
masie m, ktore bedziemy oznaczac
literka p. Pozorna sita bezwfadnosci
d’Alemberta B = m p jest prostopa-
dta do wysokosci h tréjkata ACS. W
weZle S wystepujg teraz cztery sity:
dwie sity Vi W pozostatych dwadch
linach, sita bezwtadnosci B oraz cie-

Infrastruktura transportu sz

zar punktu materialnego Q = m g.
Suma rzutdéw miar sit na pionowg 0$
symetrii prowadzi do nastepujacego
rownania rownowagi kinetostatycz-
nej (rbwnanie 6):

Brakujagce we wzorach (5) i (6)
przyspieszenie p wyznaczymy z row-
nania kinetostatyki sumy momen-
tow wzgledem osi AC prostopadtej
do wysokosci h i do wektora sity bez-

£x=a,, H=Xctga- 1 ctgo, H=5ctg0t=)~c&, tga=&,
: a, a,
. a/lctge . (1m)
H=H - X=————, EX=a, — lectgp=a ctgp—a,.
a, ctgp—a, : -

4= g cos@ _2g(2+cos2¢)
Y 4cospctgp+sing Y 54+3cos2¢

_ 6gcos’p _2mgcosg

1(5+3cos2¢)’ 5+3cos2¢’ (12)

2 2 a

a.=4/la ) +la. ), a, =——.
C ( x) ( \) A COS¢

S C IS (R N LY

TS TS TV (13)

z F =0 - Nsing—ma, =0,
z F),=O - Ncosq0+ma)_—mg=0,
> My=0 - Ne-J e=0,

gdzie:

e=(§ctg¢+R§Jsin(p=§(cos¢+x/§sin¢), J,=—mR".

£x=a,, Hzictg(p—g (ctg¢+x/§), H=

R (ctg (p+x/§)a).

- -a, a,
xtga=x—, tga=—,
a a,

y

(15)

H=H—> x= 2(ayctg¢)—ax) , EX=a,— sR(ctg(o+\/§)=2(ayctg(0—ax).
2g cos @ 2gcos’ @

a}c: > avzg_ . >

cos(0(2x/§+3ctg(p)+55in¢ ’ 4—C0$2(p+\/§sm2¢)
€=2gcos¢(cosq)+\/§sinq)) _ 2mg cos@ (16)

a(4—cos2¢+\/§sin2go) 4—cos2(p+\/§sin2¢

2 2 a

= —+ = B .
o= fla) +a ) o=t

NG 7 3g 1 J13

=— & =—g, &€=——, SZ* \/g 5 = —8&. ]7
“T® YT® s, S (7
11/2019

wiadnosci B. Mamy zatem réwnanie
(7). Wstawiajac teraz p, cosy, sinf3 do
rownania rownowagi kineto-stycz-
nej (6)2 otrzymamy jedno rownanie
z niewiadomg sitg ¥, , wystepujaca
w kazdej z pozostatych dwdch linek,
a zatem:

\3a® —4b* b’g
2Y +m =mg,
a3 3(a-pt) ¢
ax/§ 3a® —4b* (8)

tan =1 3o - 2(a” -b7)

lloraz sity dynamicznej Vi do sity
statycznej X w lince jest nastepu-
jacy:

Yy 3a°—4b°
Xy 2(a-0?)

n= ©)

W szczegolnym przypadku, jesli a =
2b, odpowiedz (9) dajen=4/3 .

Belka podwieszona na linach

Niech pozioma belka AB o masie
m i dhugosci 2/ wisi na dwodch nie-
rozciggliwych linkach, zbiegajacych
sie w punkcie O. W pewnej chwili
przecieto nagle linke DB. Zadaniem
naszym bedzie wyznaczenie sktado-
wych przyspieszenia srodka belki a,
i a, przyspieszenia katowego belki
€ oraz sity dynamicznej N w drugiej,
nieprzecietej lince FA, w chwili tuz
po przecieciu linki DB. Tak sformuto-
wane zadanie znajduje sie w zbiorze
zadan Mieszczerskiego [4], powtd-
rzone w zbiorze Antoniuka i Kie-
drzynskiego [1]. Pewne rozwigzanie
tego zadania podano w pozycjach [5,
7,10]. Zagadnienia zwigzane z dyna-
mikg omawianych uktadéw znalez¢
mozna roéwniez w publikacjach [2, 6,
8, 9]. Metoda rozwigzania podana w
[7] sprowadza sie do utozenia trzech
rownan rownowagi kinetostatycznej
i dwoch rownan geometrycznych
na wspodtrzedne srodka belki, kto-
re wyrazone przez dwa katy obrotu
linki FA - ¢ i kat obrotu belki dooko-
ta punktu A oznaczony ¢. W efekcie
po dwukrotnym zrézniczkowaniu i
wyrugowaniu kata i, otrzymuje sie
rownanie wiezéw, ktére z trzema
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H = bba? — 07

h ={a? - b?
cosa =1 cosa = -4
ZMAC =0 a’ a
cosf = H
cosp = 13a?— 4b%
p= _gbl3 [3(a% - b?)
3la?-b?)
ZFZ =0
__mghl3
" 3la?-b?) 2YgyncoSy + Bcos(% - ﬁ) =mg

H_ 1 > 2
cosa =, a@Sa —4b

2Ygyncosy + Bsinf3 = mg

F D
¢
0]
6. Schemat dynamiczny rozwazanej belki sztywnej
A
Ay, Ay, Ay, Acs € N
1 L
ac
0.8 a, mnozniki:
aA ay ay > Ao LIC9 8
0.6} € e > gll
N-> mg
0.4
N
0.27
aX
olrad]

0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

7. Bezwymiarowe wykresy a,, a,eiNw funkcji kgta ¢ w belce sztywnej

26

ﬁrzeglqd komunikacyjny

podstawowymi réwnaniami ruchu
prowadzi do rozwigzania zadania.

Tutaj postapimy nieco inaczej, bar-
dziej ogdlnie, wykorzystujac wiasno-
sci chwilowego srodka przyspieszen,
ktory w pierwszej chwili po zerwaniu
pierwszej linki pokrywa sie z chwilo-
wym $srodkiem obrotu (predkosci).
Poza tym rozwigzanie nasze bedzie
wazne przy dowolnej wartosci kata
€ <0,1/2> , w ktérym bedzie zawarty
kat ¢. Zgodnie z oznaczeniami poka-
zanymi na rysunku 6, trzy réwnania
kinetostatyki w przyjetym uktadzie
wspotrzednych przy wprowadzeniu
zmiennego kata ¢ zapisujemy w na-
stepujacy sposob:

> F.=0 —  Nsing-ma,=0,
Z F,=0 - Ncosgp+ma,-mg =0,
> M.=0 — Ne-J.e=0,

(10)
gdzie:
e=/lcos,J =1/3mF

W pierwszych trzech rownaniach
(10) wystepuja cztery niewiadome
a,a,e i N. Brakujgce rownanie wie-
76w wyznaczymy z lematu Eulera
wykorzystujac wtasnosci chwilowe-
go srodka przyspieszenia S = Q, bo-
wiem w chwili tuz po przecieciu lin-
ki DB chwilowe predkosci belki i jej
chwilowa predkosc¢ katowa sg rowne
zeru. Zgodnie z oznaczeniami na ry-
sunku 1 mamy zatem réwnanie (11).

Rozwigzujac uktad czterech réw-
nan, w sktad ktorych wchodzg réw-
nania kinetostatyki (10) i rownanie
wiezdw opisane ostatnim ze wzorow
(11), otrzymujemy odpowiedzi (12).

Na rysunku 7 pokazano w sposob
graficzny odpowiedzi (12).

W przypadku ¢ = /6 = 30° odpo-
wiedzi (12) redukuja sie do rownan
(13).

Tarcza kotowa podwieszona
na linach

Ostatnim zadaniem jest kotowa tar-

cza sztywna O masie catkowite] m
i promieniu R, rowniez zawieszona
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5=Q/

8. Schemat dynamiczny tarczy kotowej z uktadem przyspieszen i sit w chwili tuz po przecieciu linki O, B

na dwoch nierozciggliwych linkach,
zbieznych w przegubie O, i tworza-
cych z pionowa osig symetrii katy .
Odcinek A B niechaj bedzie réwny
R. W pewnym momencie przecieto
raptownie linke O, B i ukfad stat sie
mechanizmem. Zgodnie z oznacze-
niamina rysunku 8 mamy wyznaczyc
cztery wielkosci trzy kinematyczne i
jedng dynamiczng a, a,eiN.

Zadanie rozwigzujemy bardzo
podobnie jak trzy poprzednie. Trzy
rownania ruchu kinetostatyki zapisu-
jemy standardowym sposobem: (14)

Brakujgce réwnanie wiezow wy-
znaczamy z lematu Eulera, wykorzy-
stujac wiasnosci chwilowego srodka
przyspieszenia, ktéry w chwili tuz po
przecieciu linki pokrywa sie z chwi-
lowym $rodkiem obrotu, bowiem
wszystkie predkosci w takiej chwili sg
rowne zeru. Zgodnie z oznaczeniami
na rysunku 8 mozemy zapisac zwigz-
ki: (15).

Rozwigzujac ukfad czterech réw-

11/2019

nan: (14) i (15) otrzymujemy odpo-
wiedzi (16.)

W szczegolnym przypadku ¢ =1/6
= 30° odpowiedzi (16) redukuja sie
do (17) «
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