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Szanowni P.T. Czytelnicy

Numer poświęcony jest w całości problemom dynamiki obiektów infrastruktury transportowej, głównie 

transportu szynowego. Autorzy pierwszego artykułu przedstawiają porównanie dwóch metod symu-

lacji drgań układu pociąg – tor różniące się modelem kontaktu koło – szyna. W pierwszej metodzie za-

stosowano dwustronną, odkształcalną więź kontaktową typu Hertz’a, w drugiej więź nieodkształcalną. 

Stwierdzono, że zastąpienie sztywnych więzi kontaktowych przez dwustronne więzi sprężyste Hertz’a 

nie ma istotnego wpływu na symulację drgań toru i ma niewielki wpływ na symulację drgań nadwozia 

pojazdu i wózka jezdnego. 

 W kolejnej publikacji przedstawiono porównanie odpowiedzi dynamicznych mostów o różnych cha-

rakterystykach dynamicznych na quasi – rzeczywiste obciążenie ruchome. Poddano analizie różne ukła-

dy most – tor – pociąg poruszający się z dużą prędkością. 

 Autorzy kolejnej publikacji przedstawili model oraz algorytm pozwalający na uwzględnienie współ-

pracy geosyntetyków z konstrukcjami inżynierskimi. W następnej publikacji Autorzy przedstawiają roz-

wiązanie modelu dwóch płyt Kirchho# a połączonych warstwą wypełnienia sprężystego Winklera. Układ 

ten spoczywa na podłożu i obciążony jest jednomasowym oscylatorem lepkosprężystym poruszającym 

się ze stałą prędkością po górnej płycie. W kolejnej publikacji Autorzy omawiają cztery przykładowe pła-

skie przestrzenne układy materialne w których nagle usunięto część więzów. Autorzy podają rozwiąza-

nie analityczne problemu. 

Życzę naszym czytelnikom dobrej lektury.

 Redaktor Naczelny 

Prof. Antoni Szydło
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Infrastruktura transportu szynowego

Dobór modelu kontaktowego opisu-
jącego styk koła pojazdu kolejowego z 
szyną stanowi jeden z podstawowych 
problemów dynamiki obliczeniowej 
sprzężonego układu pociąg-tor. W li-
teraturze istnieje wiele teorii opisują-
cych zjawiska występujące w strefi e 
kontaktu koła z szyną. Prostą ich klasy-
fi kację, opracowaną na podstawie zna-
nej pracy Kalkera [1], przedstawiono w 
monografi i [2] z 1984 roku. Bazuje ona 
na podziale teorii kontaktu tocznego 
na kilka podkategorii. Pierwsza z nich 
to podział na teorie dokładne i uprosz-
czone, gdzie teorie dokładne bazują 
na założeniu, że koło i szyna w pobliżu 
powierzchni kontaktu są traktowane 
jako półprzestrzeń sprężysta, a związki 

konstytutywne wynikają z teorii sprę-
żystości. W teoriach uproszczonych 
stosuje się parametry zależne jedynie 
od powierzchni kontaktu dwóch ciał, 
bez wprowadzania pojęcia półprze-
strzeni. W kolejnym podziale wyróż-
nia się teorie dynamiczne, w których 
uwzględniane są efekty bezwładno-
ściowe i teorie quasi-statyczne, w któ-
rych te efekty są pomijane. Najbardziej 
oczywistym podziałem jest rozróżnie-
nie teorii trójwymiarowych i dwuwy-
miarowych. W monografi i Bosso i in. [3] 
z 2013 roku można znaleźć obszerny 
przegląd współczesnych modeli kon-
taktowych, na ogół bardzo złożonych i 
wykorzystujących modelowanie MES. 
Przedstawiane tam modele znajdują 

zastosowanie w zagadnieniach me-
chaniki pojazdów kolejowych. 
 Zdecydowanie prostsze modele 
kontaktowe są stosowane w symula-
cjach numerycznych drgań sprzężone-
go układu pociąg-tor, przeznaczonych 
do analiz dynamiki toru kolejowego. 
Zazwyczaj modelem kontaktu jest 
wtedy tzw. sprężyna kontaktowa typu 
Hertz’a (ang. Hertzian spring) [4], [5], 
która jest najczęściej traktowana jako 
więź dwustronna czyli przenosząca za-
równo ściskanie jak i rozciąganie. Przy 
dużych prędkościach jazdy, dwustron-
ny model kontaktu odbiega znacznie 
od rzeczywistości, ponieważ pomija 
chwilowe odrywania zestawów ko-
łowych od szyn. Więź jednostronną, 

Streszczenie: W pracy przedstawiono i porównano dwie metody symulacji drgań układu pociąg-tor, różniące się modelem kontaktu koło-
-szyna. W pierwszej metodzie zastosowano dwustronną, odkształcalną więź kontaktową typu Hertz’a, w drugiej – więź nieodkształcalną. W 
obu metodach przyjęto płaski model obliczeniowy, złożony z belki Eulera spoczywającej na podłożu sprężysto-tłumiącym typu Winklera i 
zestawu pojazdów szynowych modelowanych układami dynamicznymi o dziesięciu stopniach swobody. Przedstawiono wyniki analiz nu-
merycznych, których celem było określenie wpływu podatności dwustronnych więzi kontaktowych na wyniki symulacji drgań rozważanego 
układu. Stwierdzono, że zastąpienie sztywnych więzi kontaktowych przez dwustronne więzi sprężyste Hertz’a nie ma istotnego wpływu na 
symulacje drgań toru i ma niewielki wpływ na symulacje drgań nadwozia pojazdu i wózka jezdnego. Zaproponowana metoda symulacji 
będzie mogła być wykorzystana do badań numerycznych zjawiska chwilowego odrywania kół od szyn, po niewielkich modyfi kacjach w celu 
wprowadzenia jednostronnych więzi Hertz’a (nie przenoszących sił rozciągających), które są dokładniejszym modelem kontaktu.

Słowa kluczowe: Układ pociąg-tor; symulacje drgań; zagadnienie kontaktowe; więź Hertz’a  

Abstract: The paper presents and compares two methods for simulation the train-track system vibrations, diff ering in the wheel-rail con-
tact model used. In the fi rst method, two-way Hertzian spring is used, in the second – a non-deformable constraint. In both methods, a fl at 
computational model is assumed, consisting of an Euler-Bernoulli beam resting on a Winkler-type elastic foundation with damping and a set 
of rail vehicles modeled by dynamic systems with ten degrees of freedom. The results of numerical analysis are presented, in order to deter-
mine an infl uence of the contact constraints’ deformability on the vibration simulations. It is found that the replacement of non-deformable 
contact constraints by two-way Hertzian springs has no signifi cant eff ect on track vibration simulations and has a little eff ect on vibration 
simulations of vehicle body and bogie. The developed simulation method can be used for numerical studies of the phenomenon of instan-
taneous detachments of wheels from rails, after minor modifi cations directed to introduce one-way Hertzian springs (i.e. not carrying tensile 
forces) being a more accurate contact model.

Keywords: Train-track system; vibration simulations; contact problem; Hertzian spring

Two-way Hertzian spring in numerical analysis of coupled train-track 
system vibrations

Danuta Bryja 
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Infrastruktura transportu szynowego

przenoszącą tylko ściskanie zastoso-
wano m.in. w pracy Podwórnej i Klasz-
tornego [6] poświęconej badaniom 
wpływu wybranych cech pojazdów 
kolejowych na drgania belki swobod-
nie podpartej idealizującej most bel-
kowy. Zestawy pojazdów kolejowych 
modelowano w tej pracy kolejno jako: 
układy ruchomych sił, mas nieresoro-
wanych oraz jedno- i dwumasowych 
oscylatorów lepko-sprężystych. Mimo 
obszernych i ciekawych analiz, nie 
przedstawiono jednak porównania z 
rozwiązaniami alternatywnymi z za-
stosowaniem więzi dwustronnej. 
 Praca [6] zainspirowała autorów 
tego artykułu do podjęcia badań, któ-
rych fi nalnym celem ma być oszaco-
wanie wpływu zastosowania jedno-
stronnej więzi kontaktowej Hertz’a w 
symulacjach drgań układu pociąg-tor, 
poprzez porównanie z rezultatami 
uzyskanymi przy zastosowaniu typo-
wej więzi dwustronnej. Niniejszy arty-
kuł przedstawia pierwszy etap badań, 
w którym opracowano metodę sy-
mulacji drgań układu uwzględniającą 
typową, dwustronną więź kontaktową 
Hertz’a na styku zestawów kołowych 
i szyn. Metoda jest tak pomyślana, 
aby po niewielkich modyfi kacjach 
planowanych w drugim etapie prac, 
umożliwiała wykonanie obliczeń z 
zastosowaniem więzi kontaktowej 
jednostronnej. W części numerycznej 
porównano wyniki symulacji przebie-

gów przemieszczeń oraz prędkości i 
przyspieszeń drgań poszczególnych 
elementów wybranego pojazdu ko-
lejowego i wybranych punktów toru, 
wyznaczone przy użyciu dwóch al-
gorytmów – z uwzględnieniem dwu-
stronnej więzi typu Hertz’a i z pomi-
nięciem podatności tej więzi, tzn. przy 
założeniu więzi nieodkształcalnej na 
ruchomym styku koło-szyna. Zbadano 
także wpływ sztywności odkształcal-
nej więzi kontaktowej na wyniki symu-
lacji drgań układu pociąg-tor.

Metoda symulacji drgań układu 

pociąg-tor

Przedmiotem rozważań są drgania 
pionowe płaskiego modelu układu 
składającego się z dwóch sprzężonych 
podukładów dynamicznych: 1) zesta-
wu czteroosiowych pojazdów kolejo-
wych, z których każdy jest traktowany 
jako układ dyskretny o 10 stopniach 
swobody, oraz 2) toru będącego cią-
głą belką Eulera-Bernoulliego spoczy-
wającą na podłożu sprężysto-tłumią-
cym typu Winklera. Ogólny schemat 
układu przedstawiono na rysunku 1. 
Przyjęto, że zestaw pojazdów (po-
ciąg) porusza się ze stałą prędkością 
v po odcinku toru odkształcalnego o 
długości L, dostatecznie dużej, aby w 
sensie numerycznym odcinek mode-
lował tor nieskończenie długi. Przed 
wjazdem na odcinek L i po zjeździe z 

odcinka pociąg porusza się po torze 
niepodatnym. Każdy z pojazdów jest 
systemem trzech tarcz masowych za-
stępujących nadwozie i wózki jezdne 
oraz czterech mas skupionych mode-
lujących zestawy kołowe. Elementy te 
są połączone więziami liniowo-sprę-
żystymi i tłumikami wiskotycznymi, 
które modelują dwustopniowe zawie-
szenie. Między zestawami kołowymi 
a torem wprowadzono dwustronne 
liniowo-sprężyste więzi kontaktowe 
typu Hertz’a o sztywności k

H
. Model 

dynamiczny pojazdu pokazano na 
rysunku 2, wraz z oznaczeniami dyna-
micznych przemieszczeń elementów 
masowych. 
 Założono sztywny sprzęg pomiędzy 
pojazdami w kierunku podłużnym. 
W chwili początkowej t = 0 czoło po-
ciągu znajduje się w lewym skrajnym 
punkcie podatnego odcinka toru, o 
współrzędnej x = 0. Pojazdy wjeżdża-
jące na badany odcinek toru znajdują 
się w stanie równowagi statycznej, co 
oznacza, że wszystkie odkształcalne 
więzi pojazdu uległy deformacji spo-
wodowanej ciężarem własnym ele-
mentów konstrukcyjnych pociągu, 
przekazanym przez więź kontaktową 
na tor niepodatny. Przemieszczenia 
dynamiczne pojazdu zaznaczone na 
rysunku 2 są mierzone od statycznie 
zrównoważonej konfi guracji odniesie-
nia.
 Tor kolejowy zdefi niowano jako 
belkę Eulera-Bernoulliego spoczywa-
jącą na odkształcalnym podłożu sprę-
żystym typu Winklera, z tłumieniem. 
Parametry podłoża, tj. współczynnik 
sprężystości k i tłumienia c są stałe. 
Belka jest pryzmatyczna, inercyjna, 
idealnie prostoliniowa, zastępuje oba 
toki szynowe. Materiał belki jest linio-
wo-sprężysty. Uwzględniono tłumie-
nie wynikające z reologicznych cech 
materiału szyn, zgodnie z modelem 
Voigta-Kelvina.  
 Na rysunku 3 przedstawiono siły 
działające na styku j-tego zestawu ko-
łowego z szyną oraz przemieszczenia 
dynamiczne podukładów w punkcie 
styku: przemieszczenie dynamiczne 
zestawu kołowego V

j
 (t) i przemiesz-

czenie toru W
j
 (t). Z rysunku wynika, że 

tor jest obciążony reakcją więzi kon-

1. Poglądowy schemat układu pociąg-tor

 

2. Model dynamiczny pojazdu
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taktowej R
j
 (t) = Qj + P

j
 (t), składającą 

się ze statycznego nacisku osiowego 
Q

j
 i siły dynamicznej interakcji między 

podukładami P
j
 (t). Na zestaw kołowy, 

oprócz reakcji więzi Rj (t) działa prze-
ciwnie do niej skierowana siła statycz-
na Q

j
, czyli ciężar pojazdu przypadają-

cy na oś. Wynika stąd, że w równaniu 
ruchu pojazdu 

 !"#$% & '!"($% & )!"$% * +,$%  (1)

nie występują statyczne naciski osio-
we. Pojazd jest obciążony tylko siłami 
wzajemnego dynamicznego oddzia-
ływania toru i pojazdu, które są dyna-
micznymi komponentami reakcji wię-
zi kontaktowych 

 !"#$ % &'()!"#$ *+!"#$,  (2)

Równanie ruchu (1) wyprowadzono 
metodologią typową dla układów 
dyskretnych, tj. na podstawie bilansu 
energetycznego i równań Lagrange-
’a. Szczegóły wyprowadzenia można 
znaleźć w pracy [7]. Wektor prze-
mieszczeń uogólnionych pojazdu 
v

iv
 =col(r

iv
,V

iv
) podzielono tu na 

dwa bloki r
iv
=[w

1
,w

2
,w3,φ

1
,φ

2
,φ

3
]

iv
T i 

V
iv
=[V

1
,V

2
,V

3
,V ]

iv
T (por. z rysunkiem 2), 

co ułatwia procedurę agregacji rów-
nań (1) zapisanych dla kolejnych po-
jazdów i

v
 = 1, 2, …, N

v
. Symbol „col” 

oznacza macierz kolumnową złożoną 
z bloków wektorowych a ( )T operację 
transpozycji. Indeks i

v
 określa numer 

pojazdu liczony od czoła pociągu, za-
tem liczba osi pociągu wynosi N =4N

v
 

oraz j = 1, 2, …, N. 
 Stosując procedurę agregacji opisa-
ną w [7], otrzymuje się równanie drgań 
zestawu N

v
 pojazdów, wzbudzanych 

kinematycznie pionowymi drganiami 
toru

 !!"# ! $ %!!"& ! $ '!!"! ( )*!  (3)

Aby ułatwić zapis matematyczny 
sprzężenia równania (3) z równaniem 
drgań toru, w wektorze przemiesz-
czeń uogólnionych q

p
=col(r, V

o
 ) wy-

różniono dwa bloki: r=col(r
1
,r

2
,…,r

Nv
) i 

V
o
=col(V

1
,V

2
,…,V

Nv
), przy czym łatwo 

zauważyć, że w bloku V
o
 są zgrupo-

wane przemieszczenia wszystkich ko-
lejnych zestawów kołowych. Po wpro-
wadzeniu ciągłej numeracji j = 1, 2, 
…, N można zapisać V

o
=[V

1
,V

2
,…,V

N
]T. 

Wektor prawej strony równania (3) jest 
postaci

 !"#$% & '()#*+ ,-./01%,  

gdzie symbol Φ oznacza wektor zerowy 
o rozmiarze 6N

v
, {k

H
}=diag(k

H
,k

H
,…,k

H
) 

jest macierzą diagonalną o rozmiarze 
N, a wektor W

o
=[W

1
,W

2
,…,W

N
]T 

gromadzi przemieszczenia toru w 
puntach styku z kolejnymi zestawami 
kołowymi – tzw. przemieszczenia 
śledzące [8]. 
 Równanie (3) jest sprzężone po-
przez przemieszczenia śledzące W

o
 z 

macierzowym równaniem ruchu toru 

 !!"!# $ %!!"& ! $ '!!"! ( )*!  (4)

które wyprowadzono na podstawie 
znanego równania drgań giętnych 
belki Eulera-Bernoulliego, obciążonej 
zbiorem ruchomych sił 

 ! "
#$%&' ()
"&# *+",$%&' ()

"(,  

*- "$%&' ()"( * ./$%&' () 0123%()4%& 5 63)
7

389
 

(5)
R

j
 (t) = Q

j
 + P

j
 (t) jest tu reakcją więzi 

kontaktowej Hertz’a, a funkcja s
j
 (t)=vt-

-d
j
  opisuje położenie j-tego zestawu 

kołowego w chwili t, przy czym d
j
 jest 

odległością osi j-tego zestawu koło-
wego od czoła pociągu. Aby równanie 
(5) przekształcić do postaci (4), zasto-
sowano metodę elementów skończo-
nych w ujęciu Galerkina (ang. GFEM). 
Procedura tego przekształcenia bazu-
je na rozwiązaniach sformułowanych 
w pracach [9], [10] i jest szczegółowo 
opisana w pracy [7].   
 Po wyznaczeniu jawnej postaci 
wektorów prawych stron w równa-

niach (3) i (4), można zapisać te rów-
nania łącznie w następującej postaci 
blokowej 

 !"" !"# $!#" !## $$ $ !%%
&  '()(#*( %& +  ,"" ,"# $,#" ,## $$ $ ,%%

&  '-)-#*- %& 

+./"" /"# $/#" /## 0/1#%$ 0/1 %# /%% + /1 %%
2  ')#*%& 3  $$456& 

(6)
gdzie nadpisana tylda wyróżnia ma-
cierze i wektory zależne od czasu, przy 
czym nie zaznaczono w ten sam spo-
sób oczywistej zależności od czasu 
wektorów przemieszczeń uogólnio-
nych r(t) i V

o
 (t) oraz współrzędnych 

uogólnionych q
t
 (t). Formuły okre-

ślające poszczególne bloki macierzy 
współczynników i prawej strony rów-
nania (6) są podane w pracy [7].  
Metoda symulacji drgań opisanego 
wyżej układu pociąg-tor opiera się 
na rozwiązaniu sprzężonego systemu 
równań różniczkowych zwyczajnych 
drugiego rzędu (6), który można za-
pisać zbiorczo w następującej postaci 
ogólnej

 !" #$% & '!( #$% & )#$%!#$% * +#$%  (7)

Aby ocenić wpływ wprowadzenia 
dwustronnej więzi kontaktowej typu 
Hertz’a do modelu obliczeniowego 
rozważanego układu, sformułowano 
alternatywny, porównawczy model 
obliczeniowy zastępując podatną 
więź kontaktową przez więź sztywną. 
Ten najprostszy, sztywny model kon-
taktu koło-szyna, często stosowany 
w literaturze (por. [6]), prowadzi do 
zgodności przemieszczeń toru i zesta-
wów kołowych w punktach styku. W 
tym przypadku należy przyjąć, że V

o-

=W
o
, a wtedy równanie ruchu układu 

pociąg-tor ma inną postać ogólną

 !"#$% !"# & '!"#$( !"# & )!"#$!"# * +!"#  

(8)
i blokową

 !"" !#"$!#$" !$$ % !#$$
& ' ()*) $+ %  ,"" ,-"$,-$" ,$$ % ,-$$& '

(.*. $+ 
%  /"" /# "$/# $" /$$ % /# $$

& 0 (*$1 2 ' 34-5+ 
(9)

Liczba równań różniczkowych zmniej-
sza się o N w porównaniu z układem 
równań ruchu (7), co istotnie skraca 

3. Bilans sił na styku zestawu kołowego z torem
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czas obliczeń, mimo tego, że stopień 
złożoności obliczeniowej algorytmu 
rośnie wskutek pojawienia się dodat-
kowych, zależnych od czasu bloków w 
macierzy bezwładności i tłumienia.  

Wyniki analizy numerycznej

W celu przeprowadzenia analiz nume-
rycznych opracowano w środowisku 
programistycznym MATLab dwa alter-
natywne algorytmy obliczeniowe ba-
zujące odpowiednio na równaniach 
(7) i (8). W obu algorytmach zastoso-
wano do całkowania równań ruchu 
metodę Newmarka z parametrem 
β = ¼ zapewniającym bezwarunko-
wą stabilność metody. Do obliczeń 
przyjęto dane wejściowe wzorowa-
ne na pracy [9], przy czym do analiz 
przyjęto dłuższy odcinek toru, tj. odci-
nek o długości 100 m. Współczynniki 
sprężystości i tłumienia podłoża toru 
wynoszą odpowiednio: k = 1,1·108 N/
m2, c = 2,8667·105 Ns/m2, sztywność 
giętna belki modelującej dwa toki szy-
nowe wynosi EJ = 1,2831·107 Nm2 a jej 
masa jednostkowa m = 1,21·102 kg/m. 
W obliczeniach uwzględniono tłumie-
nie materiałowe w szynach z czasem 
retardacji 2,1·10-5 s. Drgania toru są 
wzbudzane przejazdem pociągu typu 
Shinkansen, który składa się z ośmiu 
25-metrowych powtarzalnych pojaz-
dów. Rozstawy osi pociągu, parametry 
masowe i charakterystyki zawieszeń 
przyjęto według danych z monografi i 
[11]. Sztywność podatnej więzi kon-
taktowej Hertz’a wariantowano, przyj-
mując za wartość bazową k

H
 = 1,4·108 

N/m (na podstawie [4] i [6]) a następ-
nie k

H
 = 1,4·107 N/m i k

H
 = 1,4·109 N/m. 

Odcinek toru podzielono na 200 ele-
mentów skończonych o jednakowej 
długości, do numerycznego całkowa-
nia przyjęto krok 0,0001 s.
 Analizie poddano przemieszcze-
nia, prędkości i przyspieszenia drgań 
nadwozia pierwszego z ośmiu pojaz-
dów i przedniego wózka jezdnego 
pierwszego pojazdu, a także toru w 
trzech punktach: w ¼, ½ i ¾ długości 
badanego odcinka. Symulacje wy-
konano za pomocą dwóch omówio-
nych wcześniej algorytmów oblicze-
niowych, przy różnych prędkościach 
przejazdowych pociągu: 30, 60 i 90 
m/s (108, 216 i 324 km/h), oceniając 
wpływ podatności więzi kontaktowej 

na symulacje drgań układu. Stwierdzo-
no, że wpływ ten nie zależy istotnie od 
przyjętej prędkości przejazdowej po-
ciągu, zatem na kolejnych rysunkach 
pokazano tylko wyniki przykładowe, 
dotyczące prędkości 30 m/s. Ponadto 
okazało się, że przyjęcie podatnej wię-
zi kontaktowej o typowej sztywności 
k

H
 = 1,4·108 N/m, zamiast więzi sztyw-

nej nie wpływa w sposób widoczny na 
przebiegi przemieszczeń toru, a wnio-
ski dotyczące prędkości i przyspieszeń 
drgań nie zależą od wyboru przekroju 

toru. Z tego powodu, na rysunku 4 
przedstawiono tylko przebiegi pręd-
kości i przyspieszenia drgań w prze-
kroju x = 0,25L. 
 Analiza wykresów przedstawionych 
na rysunku 4 prowadzi do wniosku, że 
zastosowanie podatnej więzi Hertz’a 
na styku zestawów kołowych z torem, 
zamiast więzi sztywnej, powoduje nie-
znaczne różnice między rozwiązania-
mi, polegające na niewielkiej redukcji 
wartości pików i wygładzeniu form 
przebiegów. Dokładniej obrazuje to 

 

4. Prędkości i przyspieszenia drgań toru w przekroju x = 0,25L
 

5. Fragment przebiegów przyspieszenia drgań toru w przekroju x = 0,25L
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rysunek 5, na którym pokazano wy-
brany fragment przebiegów przyspie-
szeń. Na rysunku 6 pokazano prze-
biegi pionowych drgań przedniego 
wózka jezdnego pierwszej jednostki 
powtarzalnej pociągu, a na rysunku 
7 – przyspieszenia pionowych drgań 
nadwozia tego pojazdu. Dominujący 
wpływ na kształt przedstawionych wy-
kresów ma zaistniały w początkowej i 
końcowej fazie ruchu efekt progowy, 

wynikający z wjazdu na odkształcalny 
odcinek toru i zjazdu z tego odcinka. 
Przejazd przez odkształcalny odcinek 
toru z prędkością 30 m/s trwa 3,33 s, 
a następnie pojazd ponownie wjeż-
dża na tor całkowicie nieodkształcal-
ny, gdzie po krótkim okresie przej-
ściowym wykonuje gasnące drgania 
swobodne. W okresie przejściowym, 
w drganiach wózka ujawnia się efekt 
wjazdu drugiej osi wózka na tor nieod-

kształcalny a także efekt wjazdu dru-
giego wózka tego samego pojazdu. W 
przypadku przyspieszeń drgań nad-
wozia, wyraźnie widoczny jest tylko 
efekt wjazdu drugiego wózka. Podob-
nie są ukształtowane rozwiązania w 
początkowej fazie ruchu pojazdu, ale 
efekt progowy jest mniejszy m. in. dla-
tego, że w chwili wjazdu na odkształ-
calny odcinek toru przemieszczenia 
dynamiczne pojazdu i ich prędkości są 
zerowe.  
 W przeciwieństwie do początko-
wej fazy ruchu, po zjeździe pojazdu 
z odkształcalnego odcinka toru ob-
serwujemy widoczne różnice między 
rozwiązaniami wyznaczonymi z zasto-
sowaniem podatnej i sztywnej więzi 
kontaktowej. Zarówno w przypadku 
przemieszczeń wózka jak i przyspie-
szeń nadwozia, wprowadzenie do 
modelu obliczeniowego odkształcal-
nych więzi kontaktowych skutkuje 
zmniejszeniem amplitud oraz prze-
sunięciem fazowym przebiegów (ry-
sunki 6 i 7). Ponadto, w przebiegach 
drgań pojawiają się dodatkowe oscy-
lacje wysokoczęstotliwościowe, które 
wynikają z lokalnych drgań zestawów 
kołowych. Na rysunku 8 pokazano 
przykładowe przebiegi tych drgań, 
wygenerowane przy trzech różnych 
sztywnościach więzi Hertz’a i pręd-
kości przejazdowej 60 m/s. Towarzy-
szące im przebiegi pionowych drgań 
pierwszego wózka jezdnego przed-
stawiono na rysunku 9. Można za-
uważyć, że im większa jest sztywność 
więzi kontaktowej tym mniejszy jest 
okres drgań swobodnych i szybciej 
zanikają lokalne drgania zestawu ko-
łowego. Przemieszczenie dynamiczne 
zestawu kołowego ustala się, podob-
nie jak przemieszczenie śledzące toru 
(por. [9]). Ponadto, jak stwierdzono na 
podstawie rysunku 9, sztywność wię-
zi kontaktowej nie może być dobrana 
zbyt mała, ponieważ może to prowa-
dzić do zdegenerowania (przeszaco-
wania) przebiegów drgań pojazdu 
a stąd i toru. Przyjęcie wartości k

H
 = 

1,4·108 N/m zalecanej w literaturze [4] 
wydaje się rozsądnym kompromisem, 
ponieważ daje wyniki nie różniące się 
znacząco od uzyskanych przy zasto-
sowaniu więzi sztywnej (rysunki 4-7) 
a równocześnie pozostawia swobodę 
pionowego ruchu zestawów koło-
wych.  

7. Przyspieszenia drgań nadwozia pierwszego pojazdu

8. Drgania przedniego zestawu kołowego w pierwszym pojeździe, w zależności od sztywności więzi 

kontaktowej Hertz’a

 

6. Pionowe drgania przedniego wózka jezdnego w pierwszym pojeździe
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Podsumowanie

W pracy przedstawiono i porównano 
dwie metody symulacji drgań układu 
pociąg-tor, różniące się zastosowa-
nym modelem kontaktu koło-szyna. 
W pierwszej metodzie zastosowano 
model w postaci dwustronnej, podat-
nej więzi kontaktowej typu Hertz’a, 
w drugiej – model w postaci więzi 
nieodkształcalnej. W obu metodach 
przyjęto płaski model obliczeniowy 
układu, złożony z belki Eulera-Berno-
ulliego spoczywającej na podłożu 
sprężysto-tłumiącym typu Winklera i 
zestawu pojazdów szynowych z dwu-
stopniowym zawieszeniem, mode-
lowanych układami dynamicznymi o 
dziesięciu stopniach swobody. Przed-
stawiono wyniki analiz numerycz-
nych, których celem było określenie 
wpływu uwzględnienia podatności 
dwustronnych więzi kontaktowych na 
wyniki symulacji drgań rozważanego 
układu. Stwierdzono, że zastąpienie 
sztywnych więzi kontaktowych przez 
dwustronne więzi podatne typu Hert-
z’a o typowej sztywności zalecanej w 
literaturze, nie ma wpływu na symu-
lacje drgań toru a wpływ na symula-
cje przyspieszeń jest nieznaczny, nie-
zależnie od prędkości przejazdowej. 
Widocznym skutkiem jest natomiast 
niewielka redukcja pików oscylacji 
przemieszczeń i przyspieszeń elemen-
tów konstrukcyjnych pojazdu. Wynika 
stąd, że rozwiązania dla pojazdu, wy-
znaczone przy założeniu sztywnych 
więzi kontaktowych są rozwiązaniami 
konserwatywnymi, czyli korzystnymi 
z punktu widzenia bezpieczeństwa 
w projektowaniu konstrukcji. Stoso-
wanie dwustronnych więzi Hertz’a 
w modelu obliczeniowym układu 
pociąg-tor, często praktykowane we 
współczesnej literaturze, nie ma za-
tem istotnego uzasadnienia. 
 Wprowadzenie więzi podatnych na 
stykach kół z szynami jest uzasadnienie 
wtedy, gdy więzi te są traktowane jako 
jednostronne, tzn. nie przenoszące 
rozciągania. Pozwalają one uwzględ-
nić chwilowe odrywania zestawów 
kołowych od toru, które pojawiają 
się m. in. przy dużych prędkościach 
przejazdowych powodujących duże 
przyspieszenia drgań toru i zestawów 
kołowych ([9]). Należy przypuszczać, 
że efekty dynamiczne wynikające z 

chwilowej utraty kontaktu koło-szy-
na mogą być znaczące. Ten problem 
będzie przedmiotem dalszych badań 
autorów, które będą prowadzone za 
pomocą metody symulacyjnej przed-
stawionej w tej pracy, po niewielkich 
jej modyfi kacjach. Wprowadzone 
modyfi kacje metody umożliwią ob-
serwowanie reakcji każdej podatnej 
więzi kontaktowej w każdym kroku 
obliczeniowym, i przyjęcie zerowej 
sztywności tej więzi w przypadku jej 
rozciągania. Niniejszą pracę należy 
potraktować jako pierwszy etap ba-
dań prowadzących do oceny wpływu 
odrywania powierzchni tocznych kół 
od szyn na odpowiedź dynamiczną 
układu pociąg-tor. Warto podkreślić, 
że badania numeryczne przedstawio-
ne w tej pracy wykazały już, że metoda 
symulacyjna działa poprawnie w stre-
fach pełnego kontaktu kół z szynami, 
jeśli sztywność wirtualnej więzi kon-
taktowej jest właściwie dobrana.  
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Systemy transportowe odgrywają 
kluczową rolę w nowoczesnych spo-
łeczeństwach. Rozwój gospodarczy 
zależy od szybkiej i skutecznej mobil-
ności zarówno ludzi, jak i towarów. W 
tym kontekście, system kolei dużych 
prędkości (pol. KDP; ang. HSR, High-
-speed rail) stanowi atrakcyjną alterna-
tywę dla środków transportu drogo-
wego. Szybka kolej stała się ważnym 
elementem krajowej sieci transpor-
towej, gdyż jest opcją podróży, która 
podnosi jakość życia i wspiera wzrost 
gospodarczy. Kolej HSR powstała w 
drugie połowie XX wieku. W 1964 r 
został otwarty pionierski system HSR 
- pierwszy odcinek linii kolejowej (To-
kio-Osaka) japońskiego pociągu Shin-
kansen poruszającego się z prędkością 
eksploatacyjną 210 km/h. Następnie 
w 1981 powstała linia kolejowa łączą-
ca Paryż z Lyon, po której poruszał się 
pociąg TGV z  maksymalną prędkością 
260 km/h. Do Japonii i Francji dołączy-

ły Włochy w 1981 r., Niemcy w 1988 r. 
(pociągi ICE), Hiszpania w 1992 r., Bel-
gia w 1997 r., Wielka Brytania i Chiny w 
2003 r., Szwajcaria i Korea Południowa 
w 2004 r., Holandia i Turcja w 2009 r., 
Austria w 2012 r. oraz Polska w 2015 
r. Na podstawie danych zawartych w 
opracowaniu Unii Europejskiej [19] na 
rysunku 1 przedstawiono stan obecny 
oraz linie w budowie systemu kolei 
dużych prędkości w Europie.
 Zgodnie z Dyrektywą Unii Europej-
skiej [2], linie kolei dużych prędkości 
obejmują:
• specjalnie wybudowane linie du-

żych prędkości, przeznaczone 
generalnie dla prędkości równych 
lub przekraczających 250 km/h,

• specjalnie zmodernizowane linie 
dużych prędkości przeznaczone 
dla prędkości rzędu 200 km/h,

• specjalnie zmodernizowane linie 
dużych prędkości, posiadające 
szczególne cechy będące rezul-

tatem uwarunkowań związanych 
z topografi ą, rzeźbą terenu i urba-
nistycznych, na których to liniach 
prędkość musi być dostosowywa-
na do każdego przypadku. Niniej-
sza kategoria obejmuje również li-
nie łączące sieci dużych prędkości 
oraz sieci konwencjonalne, linie 
przebiegające przez dworce, do-
stęp do terminali, lokomotywow-
ni itp., z których korzysta tabor 
dużych prędkości poruszający się 
z prędkością konwencjonalną.

Konstrukcje mostowe są bardzo istot-
nymi elementami linii kolei dużych 
prędkości, służą do przekraczania 
przeszkód, takich jak rzeki, doliny, ist-
niejące autostrady lub linie kolejowe. 
W ostatnich dziesięcioleciach, analizy 
mostów kolejowych były przedmio-
tem badań wielu inżynierów, ponie-
waż efekt dynamiczny powodowany 
przez pociągi przejeżdżające przez 

Streszczenie: W artykule przedstawiono porównanie odpowiedzi dynamicznych mostów o różnych charakterystykach dynamicznych na 
quasi-rzeczywiste obciążenie ruchome. Poddano analizie różne układy most – tor – pociąg poruszający się z dużą prędkością. Układ jest jed-
notorowy z nawierzchnią kolejową podsypkową. Modelem mostu jest 15 metrowa belka swobodnie podparta o konstrukcji stalowej. Model 
obciążenia odwzorowuje pociąg Shinkansen. Wyniki porównano z bardzo uproszczonymi modelami obciążeń, jak strumienie sił skupionych, 
mas skupionych, oscylatorów jednomasowych i oscylatorów dwumasowych.

Słowa kluczowe: Krótki most kolejowy swobodnie podparty;Interakcja pojazd – most; Rezonans

Abstract: The paper presents a comparison of dynamic responses of bridges with diff erent dynamic characteristics to a quasi-real mobile 
load. Diff erent bridge – track – train (moving at high speed) systems were analyzed. The system is ballasted monotrack. The model of the 
bridge is a 15-meter beam simple-supported with a steel structure. The load model is represented by the Shinkansen train. The results are 
compared with very simplifi ed load models, such as streams of concentrated forces, concentrated masses, one-mass oscillators and two-
-mass oscillators.

Keywords: Short span simply supported railway bridge; Vehicle-bridge interaction, Resonance
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most jest jednym z najbardziej istot-
nych aspektów, które należy wziąć 
pod uwagę na etapie projektowania 
[4]. Badania wykazały, że przy prędko-
ściach powyżej 200 km/h mogą poja-
wiać się nadmierne drgania w wyniku 
zjawisk rezonansowych, co zostało po-
twierdzone w przepisach normowych 
[11]. Przejścia następujących po sobie 
obciążeń (kolejne naciski osi zesta-
wów kołowych przemieszczające się 
po moście) mogą wzbudzić konstruk-
cję mostową i gdy częstość wymu-
szenia (lub jej krotność) będzie bliska 
częstości drgań własnych układu (lub 
jej krotności) może pojawić się zja-
wisko rezonansu. Może to prowadzić 
do kilku problemów, a mianowicie 
do: niestabilności warstwy podsypki, 
utraty kontaktu między kołem a szyną, 
zwiększenia uszkodzeń związanych ze 
zmęczeniem lub nawet komfortu pa-
sażerów. [20] Należy pamiętać, że nie-
które aspekty nie są jeszcze do końca 
znane, co sprawia, że projektanci stają 
przed problemem co z analizą dyna-
miczną mostów kolejowych – czy nie 
pojawią się wyższe wartości przyspie-
szenia niż te uznane za dopuszczalne 
w normach europejskich [22]. 
 Obecne normy europejskie od-
zwierciedlają problem nadmiernych 
drgań poprzez wymóg przeprowa-
dzenia analizy dynamicznej w prawie 
każdym przypadku, gdy maksymalna 
prędkość linii przekracza 200 km/h. 
W stosunku do wcześniejszych Pol-
skich Norm [12, 13], w normach PN-
-EN [10,11] rozbudowano podejście 
do zagadnień dynamicznych mostów 
kolejowych. Dynamiczny charakter 
obciążenia uwzględniany jest na dwa 
sposoby:
•  poprzez wprowadzenie obliczeń 

statycznych na zwiększonych, 

przez współczynnik dynamiczny 
φ, obciążeniach – podobnie jak 
we wcześniejszych normach kra-
jowych,

•  poprzez analizę bezpośrednich 
procesów deformacji i dystrybucji 
sił wewnętrznych oraz naprężeń 
od obciążeń poruszających się z 
ustalonymi prędkościami na pod-
stawie dynamicznej odpowiedzi 
układu (analiza czasowa) [26]

Z powodu nieujednoliconych wyma-
gań dotyczących kolei dużych pręd-
kości analizy dynamiczne powinny 
być przeprowadzane na podstawie 
norm, literatury technicznej oraz ko-
lejowych standardów technicznych. 
[27] Obiekt mostowy dopuszczony do 
użytkowania i eksploatacji przy prze-
jazdach taboru kolejowego z dużymi 
prędkościami, powinien spełniać wie-
le warunków. Główne z nich to:
•  wymagania stanu granicznego 

nośności z uwzględnieniem do-
datkowych efektów dynamicz-
nych oraz zmęczeniowych wywo-
łanych dużymi prędkościami, 

•  wymagania stanu granicznego 
użytkowalności, które zapewnia 
bezpieczeństwo ruchu oraz odpo-
wiedni komfort jazdy pasażerów, 

•  wymagania trwałości konstrukcji, 
unikanie trwałych deformacji,

•  wymagania odpowiedniego wy-
posażenia trasy kolejowej,

•  poprawność rozwiązań konstruk-
cyjnych, zarówno projektowych 
jak i wykonawczych,

•  wymagania ochrony środowiska – 
minimalne zanieczyszczenia oraz 
hałas,

•  wymagania ekonomiczne - koszty 
eksploatacji i konserwacji toru po-
winny być stosunkowo niskie.

Analiza dynamiczna

Historia analizy ruchomych obcią-
żeń w Polsce sięga czasów przedwo-
jennych. Pierwsze pionierskie prace  
wiążą się z nazwiskiem Aleksandra 
Wasiutyńskiego. Zastosowanie metod 
komputerowych do zagadnień obcią-
żeń ruchomych w Polsce wiąże się z 
nazwiskiem Jana Langera.[24]
 W celu analizy dynamicznych efek-
tów mostów kolejowych w wyniku 
przejazdu pociągu o dużych prędko-
ści można stosować różnego typu me-
tody, m.in.: 
1.  metody analityczne oparte np. na 

analizie modalnej,
2.  metody uproszczone, wykorzy-

stujące wprowadzenie wzbudze-
nia rezonansowego (DER - De-
composition of the Resonance 
Excitation),

3.  metody empiryczne opierające 
się na rzeczywistych przykładach, 
ograniczając się do kilku typów 
konstrukcji,

4.  metody analityczne oparte na in-
terakcji pojazd-konstrukcja mostu.

W metodach czasowych stosuje się 
różne dokładności matematyczne i fi -
zyczne - wykorzystuje się różne mode-
le teoretyczne odwzorowujące pociąg 
ruchomy np.
•  modele normowe HSLM (ang. 

High Speed Load Model) A i B,
•  siły skupione,
•  masy skupione,
•  oscylatory jednomasowe,
•  lepko-sprężyste oscylatory dwu-

masowe,
•  płaskie zestawy sztywnych tarcz 

masowych i mas skupionych,
•  przestrzenne zestawy tarcz i mas,
•  inne.

Oprócz obciążeń deterministycznych, 
ze względu na losowość drgań, wie-
lu badaczy posługuje się modelo-
waniem obciążeń stochastycznych 
- rozpatruje drgania w kategoriach 
probabilistycznych, a więc wykorzy-
stuje aparat matematyczny z zakresu 
rachunku prawdopodobieństwa i pro-
cesów stochastycznych. [23]
 W pracy porównano wyniki dla bel-

 

1. Długość linii kolei szybkich HSR NETWORK w Europie
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kowych mostów o rozpiętości 15m 
otrzymane metodami analitycznymi 
dla następujących płaskich modeli 
obciążeń poruszających się ze stałą 
prędkością:
1.  strumień sił skupionych [14]- mo-

del P, rysunek 2, 
2.  strumień mas skupionych [14] - 

model M, rysunek 2,
3.  strumień oscylatorów jednoma-

sowych [14] - model M
o
, rysunek 

2,
4.  strumień oscylatorów dwumaso-

wych [14]- model MM
o
, rysunek 2,

5.  zestaw dwóch sztywnych tarcz 
masowych z liniowymi lepkosprę-
żystymi zawieszeniami pierwsze-
go i drugiego stopnia [17] – mo-
del MBFS, rysunek 3.

Wyżej wymienione pięć modeli od-

wzorowuje japoński pociąg typu 
Shinkansen (rysunek 4) złożony z 8 
powtarzalnych pojazdów szynowych, 
każdy o długości 25 m, o dwóch nieza-
leżnych dwuosiowych wózkach jezd-
nych o rozstawie osiowym 17,5 m. [20]
 Piąty model pojazdu (rysunek 3) 
jest bardziej złożony od pozostałych - 
składa się z czterech nieresorowanych 
mas skupionych odwzorowujących 
zestawy kołowe, z dwóch sztywnych 
tarcz masowych odwzorowujących 
ramy wózków jezdnych łącznie z silni-
kami trakcyjnymi oraz górnej sztywnej 
tarczy masowej odwzorowującej nad-
wozie pojazdu. W modelu pojazdu 
występują cztery liniowe lepkosprę-
żyste zawieszenia pierwszego stopnia 
oraz dwa zawieszenia stopnia drugie-
go. Układ ma 6 stopni swobody.
 Przyjęto następujące główne zało-
żenia: 
•  model fi zyczny układu jest płaski,
•  uproszczonym modelem mostu 

kolejowego jednoprzęsłowego 
jest swobodnie podparta belka 
Eulera, 

•  tłumienie w belce jest typu Lan-
gera (model stałego dekrementu) 
[8], 

•  oś belki obciążonej statycznie cię-
żarem własnym jest prostolinio-
wa, 

•  tor poza belką jest prostoliniowy i 
niepodatny,

•  szyny są idealnie proste - bez nie-
równości toru,

•  układ jest przedziałami liniowy fi -
zycznie i geometrycznie, 

•  prędkość obciążenia jest stała, 
•  w chwili t=0 układ jest w równo-

wadze statycznej, 
•  rozpatruje się skończony strumień 

N powtarzalnych elementów 
ruchomych, w odstępach od-
wzorowujących rozstaw osiowy 
wózków jezdnych oraz długość 
pojazdu (obciążenie cykliczne), 

•  uwzględniono jednostronne wię-
zy między kołami pojazdów a szy-
nami (modele MM

o
 i MBFS).

 W analizie dynamicznej modeli M
o
, 

MM
o
, MBFS wprowadzono siły interak-

cji (rysunek 5) pomiędzy skupionymi 
elementami ruchomymi a belką mo-
stową (ang. VBI -  the vehicle-bridge 
interaction). 

2. Przyjęte proste modele obciążeń ruchomych:

a) model P; b) model M; c) model M
o
; d) model MM

o
 [14]

 

3. Płaski model obciążeń ruchomych – model MBFS. [17]

4. Przykładowy pociąg Shinkansen, [6]
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 Równania ruchu sformułowano w 
niejawnej postaci, oddzielnie dla belki 
oraz obciążenia ruchomego. Zastoso-
wano równania Lagrange’a II rodzaju 
dla belki oraz zasadę d’Alembert’a dla 
obciążenia ruchomego. Otrzymano 
macierzowe równania ruchu podu-
kładów należące do klasy równań róż-
niczkowych zwyczajnych, liniowych, o 
stałych współczynnikach:

 !" #$% & '!( #$% & )!#$% * +,-#$%. $/  (1)

gdzie: B,C,K - macierze bezwładności, 
tłumienia i sztywności, F[R(t),t] - wek-
tor obciążeń uogólnionych zależny od 
wektora sił interakcji R(t) i zmiennej 
czasowej t.
 Macierzowe równania ruchu ukła-
du sformułowano częściowo w nie-
jawnej postaci. Następnie scałkowano 
je numerycznie za pomocą metody 
średniego przyspieszenia Newmarka 
z parametrami β

N
=1/4, γ

N
=1/2, rozwi-

niętej do niejawnej postaci [14]. Prze-
prowadzono analizę drgań giętnych w 
płaszczyźnie pionowej mostów.
 W wyniku analizy dynamicznej 
otrzymano następujące wnioski:
1.  Modele P i M nie uwzględniają re-

sorowania – brak interakcji układu 
pojazd – konstrukcja.

2.  Model M jest oceniany jako naj-
mniej korzystny gdyż wykazuje 
duże różnice, zarówno jakościo-
we, jak i ilościowe, w porównaniu 
z innymi modelami.

3.  Modele P i M
o
 są bliskie rzeczywi-

stości, ale w stanach rezonanso-
wych mogą występować zaburze-
nia wyników.

4.  W zakresie uproszczonych modeli 
pociągów model MM

o
 jest najbar-

dziej zbliżony do rzeczywistości
5.  Modelowanie szybkich pojazdów 

szynowych wymaga uwzględ-
nienia w komplecie mas niere-
sorowanych, mas resorowanych 
oraz zawieszeń lepkosprężystych. 
Model MM

o
 mający te cechy jest 

raczej zbyt uproszczony. Sugeruje 
się, aby modelować osobno ze-
stawy kołowe, resorowane ramy 
wózków jezdnych, resorowane 
nadwozie pojazdu i zawiesia lep-
kosprężyste pierwszego i drugie-
go rzędu, np. model MBFS.

6.  W przypadku powtarzalnych po-
jazdów szynowych mogą wystę-
pować stany rezonansowe, dlate-
go w symulacjach dynamicznych 
należy wziąć pod uwagę całko-
witą liczbę pojazdów oraz współ-
czynniki tłumienia.

W żadnym z powyższych modeli nie 
uwzględniono odkształcalność toru 
w strefach dojazdowych do mostu. 
W pracach [15, 18], gdzie przyjęto 
dużo bardziej złożony układ (rysunek 
6) most – tor – pociąg ruchomy (BTT 
system), został udowodniony ogrom-
ny wpływ tego elementu na analizę 
mostu jako oddziaływania pod wpły-
wem pociągów poruszających się z 
dużymi prędkościami. Przedstawione 
wyniki analizy w pracy [1] potwierdza-
ją, że należy uwzględnić „nierówność 
progową toru” spowodowaną nagłą 
zmianą sztywności podtorza.

Zakończenie

Modele o stałym obciążeniu rucho-
mym są szeroko stosowane w dyna-
micznej analizie mostów kolejowych. 
Jednak użycie tego prostego modelu 
może przeszacować odpowiedź re-
zonansową mostu o schemacie belki 
swobodnie podpartej, jeśli efekty in-
terakcji pojazd - most (ang. VBI -  the 
vehicle-bridge interaction) są pomi-
jane, szczególnie w przypadku krót-
kich rozpiętości. [25] Aby uwzględnić 
efekty VBI, Eurokod 1 [11] umożliwia 
inżynierom rozważenie dodatkowego 
tłumienia konstrukcyjnego, które za-
leży od rozpiętości mostu. Ta metoda 
jest tak zwaną dodatkową metodą tłu-
mienia (ang. ADM - Additional Dam-
ping Method), została sformułowana 
w celu uwzględnienia wpływu pro-
gnozowanej interakcji. Należy wziąć 
pod uwagę, że metoda dodatkowego 
tłumienia może czasami powodować 
niebezpieczną prognozę odpowiedzi 
konstrukcji. [25]. 
 W pracy [5] przedstawiającej ana-
lizę teoretyczną oraz doświadczalną 
mostu o rozpiętości przęsła 15,25 m, 
autorzy przyznali, że modele nume-
ryczne przeszacowują maksymalne 
przyspieszenia konstrukcji mostowej. 
Twierdzą, że prawdopodobnie jest to 
spowodowane brakiem uwzględnie-
nia interakcji pojazd - konstrukcja, któ-
re są najbardziej istotne w rezonansie. 
Takie sytuacje rzadziej zdarzają się w 
mostach średnich bądź długich. [5]

5. Modele belki i obciążenia ruchomego:

a) kon/ guracja układu w chwili początkowej,

b) ugięcie dynamiczne belki w(x,t) oraz położenie 

siły interakcji R
i
 (t)

 

6. Przykładowy układ uwzględniający odkształcalność stref dojazdowych 

– skala skażona [15]
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 Mosty kolejowe o małych rozpię-
tościach wydają sią bardziej proble-
matyczne [21]. Obserwuje się, że zja-
wisko rezonansu występuje częściej 
w krótkich mostach [3, 9]. Należy za-
znaczyć, że na dynamiczne zachowa-
nie wpływają nie tylko właściwości 
konstrukcyjne mostu, ale także właści-
wości dynamiczne toru, a mianowicie 
podsypka i szyna oraz dynamiczne 
właściwości pojazdu, szczególnie w 
mostach o małych rozpiętościach. Te 
aspekty skutkują szczególnie trudny-
mi do przewidzenia odpowiedziami 
dynamicznymi na etapie projektowa-
nia tego typu konstrukcji [22].
 Dynamiczna analiza konstrukcji 
mostowych jest konieczna w przy-
padku pojawienia się rezonansu, czy-
li niebezpiecznego zjawiska, które 
może występować w wyniku dużych 
prędkości i regularnie rozmieszczo-
nych grup osi pociągów (cykliczność 
obciążenia). Jeżeli jeszcze dodatkowo 
występują nierówności toru to nad-
mierne drgania płyty mostowej mogą 
powodować utratę kontaktu koło-szy-
na, destabilizację podsypki, występo-
wanie pęknięć i kruszeń betonu oraz 
przekroczenie granic naprężeń kon-
strukcji mostu. Efekty dynamiczne, w 
tym zjawisko rezonansu, zawsze mu-
szą być brane pod uwagę, gdy anali-
zowany jest most kolejowy po którym 
mogą poruszać się pociągi dużych 
prędkości. W przypadku cykliczne-
go strumienia sił ruchomych w belce 
mogą wystąpić stany rezonansów siło-
wych.  
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Do opisu (modelowania) wielu ukła-
dów fi zycznych, mechanicznych wy-
korzystywane są układy dynamiczne 
ciągłe i dyskretne o parametrach sku-
pionych i rozłożonych, stacjonarne i 
niestacjonarne. Szerokie możliwości 
tej teorii, a przede wszystkim teorii 
uogólnionych układów dynamicznych  
pozwalają zastosować je w analizie 
zachowania się geosyntetyków w ko-
lejowych konstrukcjach inżynierskich 
poprzez wykorzystanie specjalnych 
operacji różniczkowych  lub różnico-
wych oraz odpowiedniego kształtu 
endomorfi zmów [13].  Wszystkie te 
zabiegi, co istotne, mają matematycz-
ne uzasadnienie i w związku z tym ich 
zastosowanie jest uprawnione, o czym 
przekonamy się dalej. Geosyntetyki, 
czyli geowłókniny, geotkaniny, geo-

siatki, geomembrany, geowykładzi-
ny itp. są powszechnie stosowane w 
budownictwie, w tym przy budowie, 
modernizacji i remontach linii kolejo-
wych zgodnie z wytycznymi zawarty-
mi między innymi w [17]. Dobrze zbu-
dowana droga szynowa to droga nie 
podlegająca przypadkowym, niekon-
trolowanym odkształceniom. Zwięk-
szenie nośności poszczególnych 
warstw gruntu tworzących budowlę 
ziemną  ma szczególne znaczenie w 
budowie dróg kolejowych.
 Wspólną cechą geotekstyliów, 
geotkanin i geomembran jest brak 
sztywności na zginanie. Ich właściwo-
ści mechaniczne zależą od sposobu 
wykonania, użytych materiałów oraz 
sposobów zakotwienia. Często zasto-
sowane geosyntetyki w budowli  mają 

wielowarstwowe ułożenie (rys. 1).
 Takie wielowarstwowe stosowanie 
geosyntetyków jest korzystne. Świad-
czą o tym badania przeprowadzone 
w aparacie trójosiowego ścinania pró-
bek gruntu (rys. 2).
 W przekroju drogi kolejowej ta wie-
lowarstwowość przedstawiona jest na 
rys. 3. Z powyższego wynika, ze każda 
kolejna warstwa posiada inne warunki 
obciążenia i współpracy. Zilustrowano 
to schematycznie na rys. 4.

Charakter analogowy 

analizowanego problemu

W wielu przypadkach w analizie 
współpracy geosyntetyków z podło-
żem i elementami konstrukcji inży-
nierskiej (np. z podtorzem) możemy 

Streszczenie: W analizie  współpracy geosyntetyków z elementami konstrukcji inżynierskiej możemy je traktować jako membrany sprężyste 
lub powłoki posadowione na różnych rodzajach podłoża. Modelowanie układu rzeczywistego oznacza jego idealizację pod kątem uwzględ-
nienia tych cech ośrodka i jego elementów, które wydają się najistotniejsze z punktu widzenia analizowanego problemu. Zbudowany zosta-
nie model fi zyczny, a następnie matematyczny przedstawiony w postaci uogólnionego układu dynamicznego. W tym opisie  wykorzystuje 
się różne operatory. Prowadzą one do układów ciągłych o parametrach rozłożonych. Rozpoczynając od opisu z wykorzystaniem układów 
dynamicznych ciągłych można przejść do układów dynamicznych dyskretnych. Pozwala na to teoria uogólnionych układów dynamicznych, 
poprzez wykorzystanie innych operatorów. Takie podejście umożliwia prowadzenie analizy problemu z wykorzystaniem sygnałów ciągłych 
i dyskretnych. Otrzymane wyniki pozwalają też wyznaczać odpowiedzi analizowanych układów metodami analitycznymi, numerycznymi 
lub hybrydowymi.

Słowa kluczowe: Geosyntetyki; Układy dynamiczne; Nieklasyczny rachunek operatorów

Abstract: While interacting with the elements of the engineering structures, geosynthetics can be treated as elastic membranes or shells 
placed on diff erent types of foundation. Modeling of the real system takes into account the most important properties of the system and 
its elements. We will develop a physical and mathematical model in a form of generalized dynamic system. The mathematical description 
will use diff erent operators leading to a continuous distributed system. The modeling will be further modifi ed by development of discrete 
dynamic systems, which is enabled by the theory of generalized dynamic systems. This approach allows for the analysis of the problem with 
continuous and discrete signals. The results will show the response of the analyzed systems with analytic, numerical or hybrid methods.

Keywords: Geosynthetics; Dynamic systems; Non-classical operational calculus
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wybrane geosyntetyki traktować jako 
membrany sprężyste lub powłoki 
posadowione na różnych rodzajach 
podłoża. np. typu Winklera, Eulera, Pa-
sternaka, Kerra, bowiem modelowanie 
układu rzeczywistego oznacza jego 
idealizację pod kątem uwzględnie-
nia tych cech ośrodka, które wydają 
się najistotniejsze z punktu widzenia 
analizowanego problemu. Zbudowa-
ny model fi zyczny, a następnie mate-
matyczny przedstawiony jest zwykle 
w postaci szczególnych przypadków 
uogólnionych układów dynamicznych 
[13]. W tym szczególnym opisie teoria 
uogólnionych układów dynamicznych 
[13] dopuszcza  wykorzystanie opera-
tora Laplace’a ∆, a dalej z jego pomocą  
operatora d’Alemberta   Podobnie jak 

płyta na podłożu gruntowym (podło-
żu sprężystym) opisywana jest z wyko-
rzystaniem bilaplasjanu [16].
 Analogicznie (w sensie problemów 
różniczkowych) modeluje się układy 
płytowe, czy fundamenty [8], funda-
menty płytowo - palowe [6,15, 18, 21] 
dobierając odpowiednie parametry 
układu z uwzględnieniem parame-
trów podłoża gruntowego [19]. Na 
płytach, na fundamentach płytowo – 
palowych także posadowione są linie 
kolejowe, linie tramwajowe, rurociągi, 
drogi startowe. W tych przypadkach 
także wykorzystuje się geosyntetyki. 
W [4] autorzy wykorzystują w mode-
lowaniu podłoże sprężyste do oceny 
wpływu nierównomiernego osiadania 
dna zbiornika na rozkład sił wewnętrz-

nych w jego dnie. Jest to istotne dla 
określania awaryjności dużych zbiorni-
ków [1]. Takie  koncepcje wykorzystuje 
się przy analizie wzajemnego oddzia-
ływania w układzie pojazd kolejowy 
– tor – podtorze - podłoże gruntowe 
łącznie z  ich eksperymentalną wery-
fi kacją [14], także przez wcześniejsze 
rozpoznanie podłoża gruntowego np. 
z wykorzystaniem sondowania [7] i 
określenie jego parametrów  z wyko-
rzystaniem  metody CPT bez pomiaru 
ciśnienia wody w porach gruntu lub 
metody CPTU z pomiarem ciśnienia 
wody w porach gruntu. Wyniki son-
dowania  mogą być przedstawione 
za pomocą odpowiednich wykresów 
(rys. 5). Na wykresach rejestrowane są: 
opór na stożku sondy q

c
, tarcie na tu-

lei ciernej f
s
, ciśnienie wody w porach 

gruntu u.
 W przypadku linii kolejowych 
wpływ na zachowanie się konstrukcji 
mają drgania, które są wywołane przez 
ruch pociągów i zależą między innymi 
od ich prędkości. Po przekroczeniu 
tzw.  prędkości krytycznej drgania 
toru i podtorza znacznie zwiększają 
się i gwałtownie narastają trwałe od-
kształcenia toru [3]. Decydują o tym 
rozchodzące się drgania (fale), które 
są pewnego rodzaju perturbacjami 
w polu prędkości, przemieszczający-
mi się w ośrodku przyjmując różne 
formy i prędkości. Decydujące są tu 
fale sprężyste. Są to fale mechaniczne, 
które  rozchodzą się w ośrodku spręży-
stym jakim jest podtorze i dalej prze-
chodzą do otoczenia w wyniku dzia-
łania sił związanych z odkształceniami 
objętości i postaci elementów całego 

2. Charakterystyka wyników testu przeprowadzonego w aparacie trójosiowego ścinania dla próbek 

gruntu o różnych zawartościach  geosyntetyku opracowany na podstawie [5] przy σ
3
 = 100 kPa
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3. Przykładowy schemat ułożenia geosyntetyków w przekroju drogi kolejowej [11]

4. Przykładowy schemat obciążeń (obciążeń zastępczych) warstw drogi kolejowej [11]

1. Wielowarstwowe ułożenie geosyntetyków w nasypie
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ośrodka. Obiektami zewnętrznymi 
powodującymi owe odkształcenia 
są przejeżdżające pojazdy szynowe, 
które są źródłami fal, a na ich genero-
wanie ma też wpływ geometria i stan 
toru.
 Rozchodzenie się fal sprężystych 
w podtorzu, w gruncie polega tu na 
wzbudzaniu cząstek ośrodka coraz 
bardziej odległych od źródła fal. Fale 
sprężyste (rys. 6) można  podzielić 
na fale objętościowe rozchodzące 
się w gruncie i powietrzu (hałas) oraz 
fale powierzchniowe rozchodzące się 
wzdłuż powierzchni rozdzielających 
ośrodki o różnych właściwościach, 
w tym fale rozchodzące się na po-
wierzchni gruntu.
 Fale objętościowe podłużne P do-
cierają do rejestratora drgań, do od-
biornika jako pierwsze. Fale te powo-
dują odchylenie drgania w kierunku 
równoległym do kierunku rozchodze-
nia się fal. Powodują ściskanie i rozcią-
ganie ośrodka i rozchodzą się z pręd-
kością c

L
. 

 Fale objętościowe poprzeczne S do-
cierają ze źródła do rejestratora drgań 
po fali P i mają  prędkość c

S
. Prędkość 

fal P i S zależy od wielkości parame-
trów sprężystych ośrodka i wraz ze 
zmianą tych parametrów prędkości 
te mogą różnić się znacznie, a szcze-
gólnie zmiany te mogą być związane 

np. ze wzrostem głębokości w gruncie 
[12].
 Fale powierzchniowe: fale Rayle-
igha R i Love’a L mają długie okresy i 
zmienne amplitudy, przy czym am-
plituda ich drgań maleje wykładniczo 
wraz ze wzrostem głębokości.
 Powierzchniowe fale Rayleigha R, 
których prędkość zależy od ich czę-
stotliwości,  rozchodzą się poziomo 
i wywołują zarówno pionowe, jak i 
poziome, lecz nie często poprzeczne 
ruchy powierzchni gruntu (rys. 6). Przy 
czym pionowe i poziome składowe są 
przeciwne w fazie tak, że ruch cząstek 
jest eliptyczny – odbywa się po elip-
sie zorientowanej pionowo i która jest 
prostopadła do kierunku biegu fali. 
Pod wpływem tych drgań ziarna grun-
tu poruszają się po torach zbliżonych 
do elips, grunt zaś ulega silnemu roz-
luźnieniu. Fale Love’a L rozchodzą się 
również poziomo, przy czym wywołu-
ją poprzeczne, poziome ruchy cząstek 
(rys. 6).
 Z tego wynika, że w wielu przypad-
kach  konieczne jest wzmocnienie 
podtorza, w tym z wykorzystaniem 
geosyntetyków. Porównanie skutecz-
ności niektórych wzmocnień podłoża 
dla linii dużej prędkości przedstawio-
no np. w  [20]. 

Uogólnione układy dynamiczne 

w nieklasycznym rachunku 

operatorów i ich zastosowanie

Uogólnione układy dynamiczne [13] 
pojęciowo związane są z nieklasycz-
nym rachunkiem operatorów, który 
bazuje na trzech liniowych opera-
cjach S, s, T i dwóch przestrzeniach 
liniowych L1, L0,. Zakładamy, że L1�L0, 
S:L1!L0,, T:L0!L1, s:L1!KerS oraz do-
datkowo, że ST = id, TS = id-s. Własno-
ści operacji S, T, s i ich różne reprezen-
tacje można znaleźć w [2, 10, 13]. Co 
istotne: wspomniane operacje mogą 
być defi niowane w dziedzinie ciągłej 
albo dyskretnej i wtedy prowadzą one 
odpowiednio do opisu z wykorzysta-
niem równań różniczkowych, różni-
cowych, bądź ich układów. W związku 
z tym mogą być wykorzystywane do 
opisu i analizy uogólnionych układów 
dynamicznych [13]. Takie podejście 
prowadzi do uogólnionego wzoru 
Taylora postaci

2 2
x sx TsSx T sS x= + + + 

1 1n n n n
T sS x T sS x

− −+ + ,      (1)
gdzie { }1 1:n n n

x L x L Sx L
− −∈ ∈ ∈ . 

Uwaga! W ostatnim wzorze x nie ozna-
cza współrzędnej punktu, lecz ele-
ment dowolnej przestrzeni liniowej Ln 
zdefi niowanej wcześniej. Pokazuje to 
ogólność wzoru (1).

5. Przykładowy wynik badań CPTU w wybranym punkcie (węźle) sondowania [9] 6. Fale P, S, R, L [12]
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 Okazuje się, że do analizy naszego 
problemu należy przyjąć jako opera-
cję S operator Laplace’a

 

2 2 2

2 2 2
x y z

∂ ∂ ∂
∆ = + +

∂ ∂ ∂
 

lub operator d’Alemberta 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1

a t x y z a t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ∆ − = + + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
�

 
i dobrać do nich operacje T i s.
Uwaga! W przypadku n=2 operator 
Laplace’a redukuje się do postaci 

2 2

2 2
x y

∂ ∂
∆ = +

∂ ∂
, natomiast dla n=1 otrzy-

mujemy tylko operację 
2

2
x

∂

∂
 

i to zmienia równanie różniczkowe 
modelu [11]. W przypadku operacji 
  (n=3) operacje T i s określone są od-
powiednio wzorami

( ){ }
( )

( )
0

0

,
,

,

1

4
T d

Af P t
f P t

d P Pπ
Ω

 !" "
= − Ω# $
" "% &

''' ,(2) 

( ){ }
( )0

1 1

4 ,
,

u
s A

d P P n
u P t

σ
π

  ∂! " #
= −$% & '

∂( )$! *+
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( ) ( )0 0

1 1

, ,
Au A

n d P P ad P P

 !∂
− + ⋅" #" #∂ $ %

( )0
,d P Pu

A d
t n

σ
 !∂∂ "# $

⋅ % &' (
∂ ∂) * % "+ ,

            (3)

gdzie: L0 = C1 (Ω×<0,∞)), L1 = C3 

(Ω×<0,∞)), operacja A jest podstawie-

niem za t wartości t - (d (P,P
0
)/a) i a ≠ 

0 jest stałą charakteryzującą układ za-

stępczy 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0 0
,d P P x x y y z z= − + − + − ,

n

∂

∂
  oznacza pochodną normalną, σ  

jest brzegiem zbioru Ω.

 W każdej z opisywanych  sytuacji 

w modelowaniu matematycznym 

występuje równanie różniczkowe 

cząstkowe  u=f(x, y, z, t). W naszym 

przypadku opisuje ono układ zastęp-

czy, w którym stała a charakteryzuje 

odpowiednio podłoże (podbudowę) 

z geosyntetykami, natomiast f(x, y, z, 

t) charakteryzuje ciągłe obciążenie 

zastępcze. Wielkości te, muszą być 

wyznaczone empirycznie [7, 14, 17], w 

tym laboratoryjnie z wykorzystaniem 

aparatu trójosiowego lub aproksymo-

wane przez parametry elementów 

składowych układu (rys. 3 i 4), które 

w modelu mogą być traktowane jako 

połączone szeregowo lub równolegle 

i mogą tworzyć zastępczy układ dyna-

miczny [13].

 Oczywiście x, y, z są współrzędny-

mi punktu P є Ω w chwili t, a u jest 

funkcją odpowiedniej klasy w zbiorze 

Ω×<0,∞) i oznacza ugięcie (przemiesz-

czenie, zmianę  położenia punktów P). 

W naszym modelu wystarczy, że Ω jest 

graniastosłupem lub szczególności 

prostopadłościanem o odpowiednich 

wymiarach. Korzystając ze wzorów (1), 

(2), (3) możemy zapisać

( ) ( )

( )0

, , , ,

1 1

4 ,

u x y z t u P t

u
A

d P P nσπ

= =

 ! ∂" # $
= −%& ' (

∂) *%" +,
--

( ) ( )0 0

1 1

, ,
Au A

n d P P ad P P

 !∂!
− + ⋅" ## " #∂$ % $

( )0
,d P Pu

A d
t n
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 !∂∂ "# $

⋅ +% &' (
∂ ∂) * % "+ ,

( )
( )

0

0

,1

4 ,

Af P t
d

d P tπ
Ω

 !" "
+ − Ω# $
" "% &

'''         (4)

czyli określić wartości funkcji u w leżą-

cym wewnątrz obszaru Ω punkcie P w 

chwili t.

 Ze wzoru (4) wynika, że jeżeli u
1
 jest 

odpowiedzią układu swobodnego 

u = 0, tzn. jest falą sferyczną, natomiast 

u
2
 jest odpowiedzią układu nieswo-

bodnego z wymuszeniem (obciąże-

niem) f(x,y,z,t), to odpowiedź u tego 

układu można przedstawić w postaci 

u=u
1
+u

2
. Jeżeli obciążenie zastępcze f 

єKern, to zgodnie ze wzorem (1) może-

my zapisać:

( ) 2 2 1 1
,

n n
u P t su Tsf T s f T s f

− −= + + + + ,

gdzie T i s są określone odpowiednio 

wzorami (2) i (3).

 Jak pokazano w [11] zmiana położe-

nia punktów analizowanego podłoża, 

a w tym punktów z geosyntetyków  

może być szacowana przez fale sfe-

ryczne (funkcje sferyczne). 

Uwaga! Wykorzystane układy dy-

namiczne można analizować też w 

przestrzeni wyników [13], która jest 

bogatsza w elementy niż przestrzeń 

wyjściowa.

 Własności rozwiązań (4) [11] upraw-

niają do wykorzystania przedsta-

wionych opisów matematycznych 

do modelowania zmian położenia 

punktów analizowanego obszaru Ω, 

a w szczególności interesujących nas 

punktów (x, y, g(x, y)) geosyntetyków, 

gdzie z = g(x, y) jest równaniem po-

wierzchni geosyntetyku, a (x, y) należą 

do zbioru D �R2, który jest rzutem Ω 

na płaszczyznę XOY układu współ-

rzędnych i punktów leżących  w war-

stwach położonych dostatecznie bli-

sko powierzchni geosyntetyku.

 W celu przeprowadzenia identyfi -

kacji modelu trzeba przeprowadzić 

badania eksperymentalne wykorzy-

stując eksperyment czynny, bierny lub 

mieszany i przeprowadzić walidację 

modelu.

Dyskretyzacja problemu i układ 

dynamiczny dyskretny

Niech 
; ; ;x i x y j y z k z t l t= ∆ = ∆ = ∆ = ∆    

gdzie ∆x, ∆y, ∆z, ∆t są odpowiednio 

przyrostami  zmiennych x, y, z, t

oraz 
( ), , , , , ,

, , , ,i j k l i j k lu u i x j y k z l t f= ∆ ∆ ∆ ∆ =
 

( ), , ,u i x j y k z l t= ∆ ∆ ∆ ∆  

Zastępując pochodne cząstkowe ich 

ilorazami różnicowymi i wprowadza-

jąc w przestrzeni czterowskaźniko-

wych sygnałów dyskretnych operacje 

1 , , , 1, , ,i j k l i j k lS u u +=   

2 , , , , 1, ,i j k l i j k lS u u +=   

3 , , , , , 1,i j k l i j k lS u u +=  

4 , , , , , , 1i j k l i j k lS u u +=

albo

1 , , , 1, , , , , ,i j k l i j k l i j k lS u u u+= −  

1 , , , , 1, , , , ,i j k l i j k l i j k lS u u u+= −  

1 , , , , , 1, , , ,i j k l i j k l i j k lS u u u+= −  

1 , , , , , , 1 , , ,i j k l i j k l i j k lS u u u+= −  

możemy analizowane układy dyna-

miczne ciągłe zastąpić dyskretnymi 

układami dynamicznymi o parame-

trach rozłożonych, które można wy-

korzystać do badania w dziedzinie 

czterowskaźnikowych sygnałów dys-

kretnych lub do numerycznego wy-

znaczania ich odpowiedzi.

Podsumowanie

Przedstawiono metodę analizy pro-

blemu z wykorzystaniem nieklasycz-

nego rachunku operatorów i uogól-
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nionych układów dynamicznych.

 Ogólnie przyjęty aparat matema-

tyczny pokazuje szerokie możliwości 

tworzenia jednolitych opisów proble-

mów inżynierskich w różnych dziedzi-

nach: ciągłej i dyskretnej.

 Wykorzystując wzór (4) można pro-

wadzić analizę ilościową i jakościową 

problemu, po przeprowadzeniu iden-

tyfi kacji, kalibracji i walidacji modelu, 

najlepiej z wykorzystaniem badań in 

situ w celu określenia parametrów 

układu zastępczego.

 Wielkości u(x, y, z, t) można wyzna-

czać numerycznie, a także z wykorzy-

staniem metod hybrydowych na ba-

zie wzoru (4) lub wykorzystując układy 

dynamiczne dyskretne o parametrach 

rozłożonych przybliżające dany układ 

dynamiczny ciągły.

 Otrzymane zależności   można wy-

korzystywać do badań symulacyjnych 

i eksperymentalnych.

 Wspomniane modele analogowe 

można wykorzystywać do określania 

awaryjności, niezawodności syste-

mów transportowych, ich elementów 

oraz wykorzystać do planowania ich 

napraw bieżących i głównych.

 Analizę problemu dodatkowo kom-

plikuje wzajemne oddziaływanie po-

szczególnych elementów konstrukcji, 

przykładowo nawierzchni kolejowej, 

podtorza z geosyntetykami i podłoża 

gruntowego.  Wyjściem z tej sytuacji 

jest wykorzystanie układów analogo-

wych i zastępczych. 

Materiały źródłowe

[1] American Petroleum Institute. API 

653. Tank inspection, repair, altre-

nation and reconstruction. Wa-

shington, 2005.

[2] Bittner R. Operational calculus in 

linear spaces. Studia Mathematica, 

1961, 20(1), 1-18.

[3] Hall L. Simulations and analyses of 

train - induced ground vibrations. 

A comparative study of two- and 

three-dimensional calculations 

with actual measurements (Dis-

sertation). Division of Soil & Rock 

Mechanics, Department of Civil & 

Environmental Engineering, Roy-

al Institute of Technology, Stoc-

kholm, Sweden, April 2000.

[4] Hamdan M.N., Abuzeid O., Al-Sa-

laymeh A. Assessment of an edge 

type settlement of above ground 

liquid storage tanks using a simple 

beam model. Applied Mathemati-

cal Modelling, 2007, 31(11), 2461-

2474.

[5] Latha M.G., Murthy V.S. Eff ects of 

reinforcement form on the beha-

vior of geosynthetic reinforced 

sand. Geotextiles and Geomem-

branes, 2007, 25(1), 23–32.

[6] Liang F.-Y., Chen L.-Z., Shi X.-G. 

Numerical analysis of composite 

piled raft with cushion subjected 

to vertical load. Computers and 

Geotechnics, 2003, 30(6), 443-453.

[7] Lunne P., Robertson P., Powell J. 

Cone penetration testing in geo-

technical practice. Blackie Acade-

mic & Professional, London, 1997,  

312.

[8] Meyer Z. Obliczenia inżynierskie 

osiadania fundamentów. ZAPOL 

Publishing, Szczecin, 2012.

[9] Mieloszyk E. , Milewska A., Abram-

ski M. Pale CFGFRPT i ich zastoso-

wanie w budowlach/obiektach 

off shore (maszynopis).

[10] Mieloszyk E. Application of non-

-classical operational calculus to 

solving some boundary value 

problem. Integral Transforms and 

Special Functions, 2000, 9(4), 287-

292.

[11] Mieloszyk E., Grulkowski S. Gene-

ralized Taylor formula and shell 

structures for the analysis of the 

interaction between geosythe-

tics and engineering structures of 

transportation lines. W: Pietrasz-

kiewicz W., Witkowski W. (red.) 

Shell Structures: Theory and Ap-

plications, vol. 4, Taylor & Francis, 

Londyn, 2018, 561-564.

[12] Mieloszyk E., Milewska A., Grul-

kowski S. Elastic waves in the ra-

ilroad track substructures and its 

surroundings analyzed with non-

-classical operational methods. 

5th International Conference on 

Road and Rail Infrastructure, W: 

Stjepan Lakusić (red.) Road and 

rail infrastructure V, Department 

of Transportation, Faculty of Civil 

Engineering, University of Zagreb, 

Zagreb, 2018, 1195-1201.

[13] Mieloszyk E., Nieklasyczny rachu-

nek operatorów w zastosowa-

niu do uogólnionych układów 

dynamicznych. Instytut Maszyn 

Przepływowych, Polska Akademia 

Nauk, 2008.

[14] Moravčik M. Experimental investi-

gation of the vehicle – rail interac-

tion. Third International Conferen-

ce on Traffi  c  Eff ects On Structures 

and Environment - TESE'94, Vol. 1, 

Sept. 1994.

[15] Nguyen D.D.C, Jo S.-B., Kim, D.-S. 

Design method of piled-raft foun-

dations under vertical load consi-

dering interaction eff ects. Com-

puters and Geotechnics, 2013, 47, 

16-27.

[16] Pietrzak J., Rakowski G., Wrze-

śniowski K. Macierzowa analiza 

konstrukcji. Państwowe Wydaw-

nictwa Naukowe, Warszawa-Po-

znań, 1979, 357.

[17] PKP Polskie Linie Kolejowe S.A. Wa-

runki techniczne utrzymania pod-

torza kolejowego. Id-3, Załącznik 

do zarządzenia Nr 9/2009 Zarządu 

PKP Polskie Linie Kolejowe S.A. z 

dnia 4 maja 2009 r., PKP Polskie Li-

nie Kolejowe S.A. Centrala - Biuro 

Dróg Kolejowych, 2009.

[18] Randolph M.F., Clancy P. An appro-

ximate analysis procedure for pi-

led raft foundations. International 

Journal for Numerical and Analy-

tical Methods in Geomechanics, 

1993, 17(12), 849-869.

[19] Wiłun Z. Zarys geotechniki. Wy-

dawnictwa Komunikacji i Łączno-

ści, Warszawa, 2005, 724.

[20] Woldringh R. F., New B. M. Em-

bankment design for high speed 

trains on soft soils. Barends i in. 

(red.) Geotechnical engineering 

for transportation infrastructure, 

Balkema, Rotterdam, 1999.  

[21] Yamashita K., Yamada T., Hamada 

J. Investigation of settlement and 

load sharing on piled rafts by mo-

nitoring full-scale structures. Soils 

and Foundations, 2011, 51(3), 513-

532.



18

p r z e g l ą d   k o m u n i k a c y j n y 11 / 2019

Infrastruktura transportu szynowego

Konstrukcje warstwowe, a szczegól-

nie płyty, mają szerokie zastosowa-

nie w budownictwie drogowym, 

mostowym oraz lotniskowym. W 

literaturze istnieje wiele prac doty-

czących zagadnień belek oraz płyt 

warstwowych. W skład tych opra-

cowań wchodzą zarówno mono-

grafi e, prace przeglądowe jak i ory-

ginalne rozprawy naukowe. Belki i 

płyty warstwowe są przedmiotem 

analizy między innymi prac [1-10]. 

Analizowane w nich są zagadnienia 

obciążeń ruchomych, umiarkowanie 

dużych ugięć, wpływy termiczne, 

wpływy podłoża sprężystego, nieli-

niowość fi zyczna materiału i inne.

 Celem niniejszej pracy jest przed-

stawienie analizy dynamicznej pły-

ty warstwowej, spoczywającej na 

podłożu odkształcalnym pod ob-

ciążeniem ruchomym oscylatorem 

jednomasowym. Rozważamy dwie 

płyty połączone warstwą wypeł-

nienia sprężystego Winklera. Oma-

wiany układ spoczywa na podłożu 

Winklera. Konstrukcja obciążona jest 

jednomasowym oscylatorem lepko-

sprężystym poruszającym się ze stałą 

prędkością po górnej płycie, równo-

legle do osi x
1
 (rys. 1). W pracy prze-

Streszczenie: W pracy rozważana jest konstrukcja składająca się z dwóch płyt Kirchhoff a połączonych warstwą wypełnienia sprężystego 

Winklera. Układ płyt spoczywa na podłożu Winklera i obciążony jest jednomasowym oscylatorem lepkosprężystym, poruszającym się ze 

stałą prędkością po górnej płycie, równolegle do jednego z boków. Analizowane są drgania wymuszone i drgania swobodne płyt oraz oscy-

latora. W przypadku tak złożonego układu ruch płyt jest opisany dwoma sprzężonymi równaniami różniczkowymi lub jednym równaniem 

różniczkowym zawyżonego rzędu. Ponadto ze względu na charakter ruchomego obciążenia (obciążenie inercyjne) równania te mają zmien-

ne, zależne od czasu współczynniki. Otrzymane rozwiązania zilustrowano przykładami obliczeniowymi.

Słowa kluczowe: Drgania płyty z wypełnieniem sprężystym; Podłoże Winklera; Ruchomy oscylator

Abstract: In the paper a structure consisting of two Kirchhoff  plates connected by an elastic Winkler layer is considered. The structure rests 

on the Winkler foundation and is subjected to a one-mass visco-elastic oscillator, moving at a constant speed on the upper plate, parallel 

to one of the plate sides. Forced and free vibrations of the plates and the oscillator are analysed. In the case of such a complex system vi-

bration of the plates is described by two coupled diff erential equations, or one diff erential equation with elevated order. In addition, due 

to the nature of the moving load (inertial load), these equations have variable, time-dependent coeffi  cients. The solutions are illustrated by 

numerical examples.

Keywords: Vibration of plate with elastic core; Winkler foundation; Moving oscillator

Vibrations of the plate with elastic core resting on the Winkler 
foundation caused by a moving oscillator
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1. Schemat dynamiczny układu płyty – podłoże sprężyste Winklera obciążonego ruchomym oscylato-

rem jednomasowym
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analizowano drgania wymuszone 

oraz drgania swobodne układu płyt 

i oscylatora.

Równania ruchu oscylatora oraz 

układu płyt na podłożu Winklera

Rozważamy małe drgania prosto-

kątnej płyty składającej się z trzech 

warstw, spoczywającej na podłożu 

Winklera o współczynniku spręży-

stości c (rys. 1). Warstwę górną i dol-

ną stanowią jednorodne, sprężyste, 

cienkie płyty Kirchhoff a o grubości 

h
1
 oraz h

2
 Równomiernie rozłożone 

masy jednostkowe i sztywności tych 

płyt wynoszą odpowiednio m
1
 i D

1
 

oraz m
2
 i D

2
. Płyty połączone są ze 

sobą wypełnieniem sprężystym Win-

klera o współczynniku sprężystości k. 

Wypełnienie przenosi tylko ściskanie 

lub rozciąganie. Obciążenie układu 

stanowi ruchomy oscylator jedno-

masowy o masie M, poruszający się 

po powierzchni górnej płyty, rów-

nolegle do osi x
1
 ze stałą prędkością 

v. Ugięcie powierzchni środkowej 

górnej płyty opisuje współrzędna w
1
, 

powierzchni środkowej dolnej pły-

ty współrzędna w
2
, a ugięcie masy 

oscylatora współrzędna w.

 Ruch drgający układu płyta war-

stwowa – oscylator jednomasowy, w 

przypadku gdy oscylator porusza się 

po płycie równolegle do osi x
1
, opisu-

ją równania różniczkowe (1).

 W powyższych wzorach N(t) jest 

naciskiem dynamicznym ruchome-

go oscylatora jednomasowego na 

płytę.

 Pochodna materialna w równa-

niach (1), w przypadku stałej prędko-

ści oscylatora, określona jest nastę-

pującym wzorem:

.
111

x

w
v

t

w

t

w

∂

∂
+

∂

∂
=

d

d
  (2)

Pierwsze z równań (1) jest równa-

niem lepkosprężystego oscylatora 

jednomasowego względem położe-

nia równowagi statycznej. Związek 

(2) wykorzystano w równaniu ruchu 

oscylatora. Różniczkowe równania 

ruchu (1) rozważanego układu trzy-

warstwowego są równaniami cząst-

kowymi czwartego rzędu ze wzglę-

du na zmienne geometryczne x i y 

oraz drugiego ze względu na czas t. 

Równania te są ze sobą sprzężone.

Rozwiązanie równań ruchu 

płyt obciążonych ruchomym 

oscylatorem

Sprzężone równania różniczkowe ru-

chu górnej i dolnej płyty (1) można 

sprowadzić do dwóch niezależnych 

równań z jedną niewiadomą w
1
 lub 

w
2
. Niewiadome ugięcia w

1
 i w

2
 po-

wiązane są zależnością wynikającą z 

trzeciego z równań (1): 
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Wykorzystując (2) w pierwszym rów-

naniu (1) oraz podstawiając (3) do 

dwóch pierwszych równań (1) otrzy-

mujemy układ dwóch równań opisu-

jący ruch oscylatora oraz dolnej płyty 

w następującej postaci (4).

 Równanie opisujące drgania dol-

nej płyty (4)
2
 jest równaniem różnicz-

kowym ósmego rzędu i pozostaje 

sprzęgnięte z równaniem oscylatora 

(4)
1
, które jest rzędu piątego.

 Rozwiązania układu równań (4) 

poszukujemy metodą rozdzielenia 

zmiennych Fouriera zakładając roz-

wiązanie w postaci podwójnego sze-

regu:

( ) ( ) yxtftyxw nm

m n

mn βα sinsin,,
1 1
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∞

=

∞

=

=  (5)

gdzie:

f
mn

(t) – nieznana funkcja czasu.

Następnie stosujemy algorytm or-

togonalizacyjny do rozwiązania 

równań ruchu oscylatora i płyty 

uwzględniając tylko jeden wyraz po-

dwójnego szeregu m = n = 1. Rów-

nania ruchu oscylatora i górnej płyty 

w postaci bezwymiarowej zapisuje-

my w sposób (6):

gdzie: 

a

vt
=ξ , 0
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– ugięcie statyczne środka dolnej 

płyty, wywołane ciężarem oscylato-

ra,

g
11

(ξ) – bezwymiarowe ugięcie dol-

nej płyty,

g
0
(ξ) – bezwymiarowe przemiesz-

czenie pionowe masy M oscylatora,
22
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Otrzymany bezwymiarowy układ 

równań ruchu oscylatora i dolnej 

płyty jest układem różniczkowych 

równań zwyczajnych czwartego rzę-

du o zmiennych współczynnikach 

z niewiadomymi funkcjami g
0
(ξ) i 

g
11

(ξ). Rozwiązanie tego układu oraz 

wyniki grafi czne można otrzymać w 

prosty sposób, np. korzystając z pro-

gramu MATHEMATICA. Wyznaczona 

funkcja g
11

(ξ) jest funkcją ugięcia pły-

ty stanowiącej dolną warstwę ukła-

du trzywarstwowego. W celu uzy-

skania wykresów ugięć górnej płyty 

należy po wyznaczeniu funkcji g
11

(ξ) 

powrócić do współrzędnej w
2
 (x,y,t), 

a następnie korzystając ze wzoru (3) 

obliczyć funkcję w
1
 (x,y,t). Ugięcie 

górnej warstwy płyty w
1
 (x,y,t) można 

również przedstawić w formie bez-

wymiarowej, wprowadzając współ-

rzędne bezwymiarowe ξ oraz 
~g

11
(ξ), 

przy czym funkcję ~g
11

(ξ) należy od-

nieść do ugięcia statycznego dolnej 

płyty, wywołanego siłą M
g
 przyłożo-

ną do górnej warstwy układu.

 Rozwiązanie układu trzech rów-

nań ruchu sprowadziło się zatem do 

rozwiązania układu dwóch równań 

różniczkowych ósmego rzędu ze 

względu na zmienne geometryczne 

x i y oraz czwartego ze względu na 

czas t. Wyznaczenie ugięć obu płyt 

oraz przemieszczenia pionowego 

masy oscylatora możliwe jest rów-

nież poprzez rozwiązanie układu 

trzech cząstkowych równań różnicz-

kowych czwartego rzędu ze wzglę-

du na zmienne x i y oraz drugiego 

rzędu ze względu na czas t. Równa-

nia te są ze sobą sprzężone.

 Omówione powyżej rozwiązania 

obowiązują wtedy, gdy ruchomy 

oscylator znajduje się na płycie tzn. w 

przypadku, gdy współrzędna bezwy-

miarowa ξ zawiera się w przedziale 

0 ≤ ξ ≤ 1.

 Po zjechaniu oscylatora z kon-

strukcji, przy ξ > 1 płyta wykonuje 

drgania swobodne. Drgania swo-

bodne środka dolnej płyty opisuje 

wyrażenie:
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W równaniu (7) ω
11

(1) i ω
11

(2) są często-

ściami drgań własnych dolnej płyty:
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Rozważana płyta jest zatem ukła-

dem dwumodalnym. Z równań (8) 

wynika, że drgania własne istnieją, 

gdy spełniony jest warunek A2 > 4B. 

W przypadku A2 = 4B otrzymujemy 

dodatkowe pasmo drgań własnych 

o częstości

( )

2

3

11

A
=ω   (9)

W rozważanym zadaniu można tak 

dobrać parametry materiałowe płyt, 

żeby płyta górna nie miała ugięć. W 

takim przypadku płyta dolna jest ab-

sorberem mechanicznym drgań wy-

muszonych.

Przykład obliczeniowy

Ponieważ rozważany układ równań 

ruchu (6) jest układem równań róż-

niczkowych, liniowym, czwartego 

rzędu, o zmiennych współczynni-

kach, został rozwiązany numerycznie 

przy pomocy programu Mathemati-

ca. Do obliczeń przyjęto następujące 

dane liczbowe:

• wymiary płyt w planie a x b = 

5,00m x 7,00m,

• grubość górnej płyty h
1
 = 0,18m,

• moduł sprężystości górnej płyty 

E
1
 = 38600 MPa,

• masa przypadająca na jednostkę 

powierzchni górnej płyty m
1
 = 

4500kg/m2,

• współczynnik Poissona górnej 

płyty ν
1
 = 0,167,

• grubość dolnej płyty h
2
 = 0,20m,

• moduł sprężystości dolnej płyty 

E
2
 = 23100 MPa,

• masa jednostkowa dolnej płyty 

m
2
 = 4000kg/m2,

• współczynnik Poissona dolnej 

płyty ν
2
 = 0,167,

• współczynnik sprężystości pod-

łoża Winklera c = 110MN/m3,

• masa resorowana oscylatora M = 
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11723kg,

• współczynnik tłumienia oscyla-

tora η
0
 = 40kNs/m,

• współczynnik sprężystości oscy-

latora k
0
 = 2000kN/m,

• współczynnik sprężystości wy-

pełnienia Winklera k = 1100MN/

m3.

Wyniki zilustrowano wykresami 

przedstawionymi na rysunkach 2-8. 

Na rysunkach 2-4 pokazano ugięcia 

górnej i dolnej płyty we współrzęd-

nych bezwymiarowych przy pręd-

kości oscylatora v = 50km/h, v = 

100km/h i v = 150km/h. Rysunki 5 i 6 

ilustrują odpowiednio wpływ pręd-

kości i współczynnika sprężystości 

podłoża oscylatora na jego na prze-

mieszczenie pionowe masy M. Nato-

miast na rysunkach 7 i 8 pokazano 

wpływ współczynnika sprężystości 

podłoża c na ugięcie środka górnej i 

dolnej płyty.

Wnioski

Otrzymany układ dwóch bezwymia-

rowych równań ruchu (6) jest ukła-

dem zwyczajnych, liniowych równań 

różniczkowych czwartego rzędu o 

zmiennych współczynnikach. Jako 

rozwiązanie otrzymujemy bezwy-

miarowe wyrażenia g
0
(ξ) i g

11
(ξ) 

opisujące odpowiednio przemiesz-

czenie pionowe oscylatora i ugięcie 

dolnej płyty. Mając rozwiązanie rów-

nań (6) można wyznaczyć ugięcie 

górnej płyty korzystając z zależności 

(3). Przedstawione w pracy wyniki 

można otrzymać również rozwiązu-

jąc układ trzech równań różniczko-

wych czwartego rzędu, sprzężonych 

ze sobą.

 Analizowany układ płyt jest ukła-

dem dwumodalnym. Istnieje możli-

wość takiego dobrania parametrów 

mechanicznych konstrukcji, aby 

ugięcia górnej płyty, po której poru-

sza się obciążenie były zerowe. Takie 

przypadki, stanowiące mechanicz-

ne tłumiki drgań, były przedmiotem 

opracowań między innymi Onisz-

czuka [5].  

 

2. Ugięcie środka płyty warstwowej obciążonej oscylatorem poruszającym się z prędkością 50 km/h, 

0 ≤ ξ ≤ 1 – drgania wymuszone, ξ > 1 – drgania swobodne

 

3. Ugięcie środka płyty warstwowej obciążonej oscylatorem poruszającym się z prędkością 100 km/h, 

0 ≤ ξ ≤ 1 – drgania wymuszone, ξ > 1 – drgania swobodne

 
4. Ugięcie środka płyty warstwowej obciążonej oscylatorem poruszającym się z prędkością 150 km/h, 

0 ≤ ξ ≤ 1 – drgania wymuszone, ξ > 1 – drgania swobodne

 
5. Wpływ prędkości oscylatora na jego przemieszczenie pionowe
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8. Wpływ współczynnika sprężystości podłoża c na ugięcie środka dolnej płyty, prędkość v = 150 km/h, 

współczynnik sprężystości wypełnienia k = 1100MN/m3

 

7. Wpływ współczynnika sprężystości podłoża c na ugięcie środka górnej płyty, prędkość v = 150 km/h, 

współczynnik sprężystości wypełnienia k = 1100MN/m3

 

6. Wpływ współczynnika sprężystości podłoża c na przemieszczenie pionowe masy M oscylatora 

poruszającego się z prędkością v = 100 km/h, przy stałej wartości współczynnika sprężystości 

wypełnienia k = 1100MN/m3
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Nagła zmiana więzów w konstruk-

cjach budowlanych często prowadzi 

do stanów awaryjnych i katastro-

falnych obiektów inżynierskich [3]. 

Przedmiotem rozważań w niniejszej 

pracy są płaskie i przestrzenne ukła-

dy materialne. Rozwiązano cztery 

przykładowe struktury, w których na-

gle usunięto część więzów. W chwili 

początkowej t  = 0+, tuż po zmianie 

więzów, wyznaczono przyspiesze-

nia, a także układ wszystkich reakcji 

zewnętrznych oraz sił wewnętrznych 

w nierozciągliwych linach. Zadania 

rozwiązano metodą analityczną ko-

rzystając z własności chwilowego 

środka przyspieszeń [10-15]. Należy 

podkreślić, że w chwili t = 0+ w ukła-

dzie nie występują jeszcze żadne 

prędkości i prędkości kątowe, nato-

miast są już przyspieszenia oraz siły 

zewnętrzne i wewnętrzne w osłabio-

nym układzie materialnym. W takich 

przypadkach chwilowy środek obro-

tu (prędkości) pokrywa się z chwilo-

wym środkiem przyspieszenia. 

Nagła zmiana więzów punktu 

materialnego podwieszonego 

na dwóch oraz na trzech linach

Rozważmy płaską strukturę pokaza-

ną na rysunku 1, z punktem mate-

rialnym C o ciężarze Q. Początkowo 

(przed usunięciem więzów) siły w 

obu linach są jednakowe. Wyznacza-

my je z równowagi statycznej węzła 

C mamy równanie, z którego wyzna-

czymy statyczne siły wewnętrzne 

jednakowe w obu prętach:

.
cos2

cos2 statstat α
α

Q
SQS =→=   (1)

Tuż po przecięciu linki AC w układzie 

nie ma jeszcze prędkości, natomiast 

jest już przyspieszenie a punktu ma-

terialnego o ciężarze Q. Zgodnie z 

oznaczeniami na rysunku 2, z rów-

nań kinetostatyki węzła C znajduje-

my siłę S
dyn

 w nie przeciętym pręcie:

dyn0 cos cos
2

y

Q
F S a Q

g

π
α α

 !
= → + − =" #

$ %
&

dyn 1 sin
cos

Q a
S

g
α

α

 !
→ = −" #

$ %       (2)

Streszczenie: W pracy przeanalizowano cztery przykładowe płaskie i przestrzenne układy materialne, w których nagle usunięto część wię-

zów. Analizowano prostą strukturę składającą się z dwóch lin i punktu materialnego, strukturę przestrzenną złożoną z trzech nieważkich lin i 

punktu materialnego, belkę podwieszoną na dwóch linach oraz tarczę kołową również podwieszoną na dwóch linach. We wszystkich przy-

padkach nagle przecięto jedną z lin. Rozwiązania uzyskano metodą analityczną, wykorzystując własności chwilowego środka przyspieszeń. 

Uzyskane wyniki zilustrowano wykresami przyspieszeń, przyspieszeń kątowych i sił działających w rozważanych układach.

Słowa kluczowe: Struktury przegubowe; Zmiana więzów; Chwilowy środek przyspieszenia

Abstract: In the paper four examples of two-dimensional and three-dimensional material systems, in which some of constraints were 

suddenly removed, are analyzed. A simple structure consisting of two ropes and a particle, a spatial structure consisting of three weightless 

ropes and a particle, and a beam suspended on two ropes and a circular shield, also suspended on two ropes, were analyzed.. In all cases one 

of the ropes was suddenly cut. Solutions were obtained by the analytical method, using the properties of the instantaneous center of acce-

leration. The obtained results are illustrated by diagrams of accelerations, angular accelerations and forces acting in the considered systems.

Keywords: Articulated structures; Change of constraints; Instantaneous center of acceleration
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1. Schemat statyczny płaskiej struktury przed 

przecięciem linki AC
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Przyspieszenie a wyznaczymy, wy-

korzystując równanie kinetostatyki 

sumy momentów  wszystkich sił 

względem punktu B (rys. 2) pozio-

mego stropu w chwili t = 0+:

B 0 sin 0
Q

M Ql al
g

α= → − = 

sin .a g α→ =               (3)

Stosunek siły dynamicznej w lince BC 

do siły statycznej w tej lince znajdu-

jemy w następujący sposób:

( )
2dyn

stat

2 cos .
S

n
S

α= =   (4)

Wykres funkcji n = n(α), przy α є 

<0,π/2> pokazano na rysunku 3.

 Rozpatrzymy teraz strukturę prze-

strzenną złożoną z trzech linek, za-

mocowanych przegubowo w sztyw-

nym poziomym stropie w punktach 

A, B i C, a zbiegających się do punktu 

S, w którym podwieszono punkt ma-

terialny o masie m. Liny mają jedna-

kową długość a, zaś punkty A, B i C 

są wierzchołkami trójkąta równo-

bocznego o zadanej długości boku 

równej 2b, jak na rysunku 4. Układ 

pozostaje w równowadze w polu 

grawitacyjnym ziemskim. W pewnej 

chwili przecięto raptownie linkę SB. 

Wyznaczymy stosunek siły dyna-

micznej do siły statycznej w każdej 

nieprzeciętej lice.

 Zgodnie z oznaczeniami na ry-

sunku 4, w przypadku statycznym, z 

uwagi na symetrię układu względem 

osi pionowej, przechodzącej przez 

punkt S, siły od obciążenia statycz-

nego w trzech linach są jednakowe 

i możemy je wyznaczyć z równania 

równowagi (5) wyciętego węzła S:

 Po raptownym przecięciu linki BS, 

zgodnie z oznaczeniami na rysunku 

5, układ sił w węźle S ulega zmianie. 

(5)

stat stat

2

2 2 2 2 2 2

stat
2 2

0 3 cos ,
3cos 3cos

2 3 1 3
2 3 4 , cos 3 4 ,

3 2 33

1 3
.

3 3 4

z

Q mg
F X Q X

H
H a b a b a b

a a

a
X mg

a b

γ
γ γ

γ

= → = → = =

 !
= − = − = = −" #" #

$ %

=
−

&

 

dyn dyn

2 2
2 2

2 2

0 2 cos cos 2 cos sin ,
2

1 3
2

3 3 43 2sin , 3 4 , cos .
33

z
F Y mp mg Y mp mg

b
b H a b

h a b
h a aa b

π
γ β γ β

β γ

 !
= → + − = → + =" #

$ %

−
= = = − = =

−

&

 (6)

AC
2 2

1 3 3
0 2 .

3 2 3

bg
M mg b mph p

a b
= → = → =

−
  (7)

 
 

2. Schemat dynamiczny płaskiej struktury po przecięciu linki AC 

 
3. Wykres współczynnika dynamicznego czyli funkcji n = n(α) , w zależności od kąta  α є <0,π/2>

 
4. Przestrzenna struktura prętowa przed przecięciem linki BS
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Brak jest jeszcze prędkości w ukła-

dzie, natomiast występuje już przy-

spieszenie punktu  materialnego o 

masie m, które będziemy oznaczać 

literką p. Pozorna siła bezwładności 

d’Alemberta B = m p jest prostopa-

dła do wysokości h trójkąta ACS. W 

węźle S występują teraz cztery siły: 

dwie siły Y
dyn

 w pozostałych dwóch 

linach, siła bezwładności B oraz cię-

żar punktu materialnego Q = m g. 

Suma rzutów miar sił na pionową oś 

symetrii prowadzi do następującego 

równania równowagi kinetostatycz-

nej (równanie 6):

 Brakujące we wzorach (5) i (6) 

przyspieszenie p wyznaczymy z rów-

nania kinetostatyki sumy momen-

tów względem osi AC prostopadłej 

do wysokości h i do wektora siły bez-

władności B. Mamy zatem równanie 

(7). Wstawiając teraz p, cosγ, sinβ do 

równania równowagi kineto-stycz-

nej (6)2 otrzymamy jedno równanie 

z niewiadomą siłą Y
dyn

, występującą 

w każdej z pozostałych dwóch linek, 

a zatem:

( )

( )

2 2 2

dyn 2 2

2 2

dyn 2 22 2

3 4
2 ,

33

3 3 4
.

23

a b b g
Y m mg

a ba

a a b
Y mg

a ba b

−
+ =

−

−
=

−−

(8)

Iloraz siły dynamicznej Y
dyn

 do  siły 

statycznej X
stat

 w lince jest następu-

jący:

( )

2 2
dyn

2 2
stat

3 4
.

2

Y a b
n

X a b

−
= =

−
 (9)

W szczególnym przypadku, jeśli a = 

2b , odpowiedź (9) daje n = 4/3 .

Belka podwieszona na linach

Niech pozioma belka AB o masie 

m i długości 2l wisi na dwóch nie-

rozciągliwych linkach, zbiegających 

się w punkcie O. W pewnej chwili 

przecięto nagle linkę DB. Zadaniem 

naszym będzie wyznaczenie składo-

wych przyspieszenia środka belki a
x
 

i a
y
, przyspieszenia kątowego belki 

ε oraz siły dynamicznej N w drugiej, 

nieprzeciętej lince FA, w chwili tuż 

po przecięciu linki DB. Tak sformuło-

wane zadanie znajduje się w zbiorze 

zadań Mieszczerskiego [4], powtó-

rzone w zbiorze Antoniuka i Kie-

drzyńskiego [1]. Pewne rozwiązanie 

tego zadania podano w pozycjach [5, 

7, 10]. Zagadnienia związane z dyna-

miką omawianych układów znaleźć 

można również w publikacjach [2, 6, 

8, 9]. Metoda rozwiązania podana w 

[7] sprowadza się do ułożenia trzech 

równań równowagi kinetostatycznej 

i dwóch równań geometrycznych 

na współrzędne środka belki, któ-

re wyrażone przez dwa kąty obrotu 

linki FA - ψ i kąt obrotu belki dooko-

ła punktu A oznaczony φ. W efekcie 

po dwukrotnym zróżniczkowaniu i 

wyrugowaniu kąta ψ, otrzymuje się 

równanie więzów, które z trzema 

( )

( )

( ) ( )

2

22

C A

2 2 cos 2cos
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4cos ct sin 5 3 cos 2
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podstawowymi równaniami ruchu 
prowadzi do rozwiązania zadania.
 Tutaj postąpimy nieco inaczej, bar-
dziej ogólnie, wykorzystując własno-
ści chwilowego środka przyspieszeń, 
który w pierwszej chwili po zerwaniu 
pierwszej linki pokrywa się z chwilo-
wym środkiem obrotu (prędkości). 
Poza tym rozwiązanie nasze będzie 
ważne przy dowolnej wartości kąta ψ 

є <0,π/2> , w którym będzie zawarty 
kąt φ. Zgodnie z oznaczeniami poka-
zanymi na rysunku 6, trzy równania 
kinetostatyki w przyjętym układzie 
współrzędnych przy wprowadzeniu 
zmiennego kąta φ zapisujemy w na-
stępujący sposób:

C C

0 sin 0,

0 cos 0,

0 0,

x x

y y

F N m a

F N m a m g

M N e J

ϕ

ϕ

ε

= → − =

= → + − =

= → − =

 

 

 

 

(10)
gdzie:
e = l cos φ, J

c
 = 1/3 m l2

W pierwszych trzech równaniach 
(10) występują cztery niewiadome 
a

x
, a

y
, ε i N. Brakujące równanie wię-

zów wyznaczymy z lematu Eulera 
wykorzystując własności chwilowe-
go środka przyspieszenia S = Q, bo-
wiem w chwili tuż po przecięciu lin-
ki DB chwilowe prędkości belki i jej 
chwilowa prędkość kątowa są równe 
zeru. Zgodnie z oznaczeniami na ry-
sunku 1 mamy zatem równanie (11).
 Rozwiązując układ czterech rów-
nań, w skład których wchodzą rów-
nania kinetostatyki (10) i równanie 
więzów opisane ostatnim ze wzorów 
(11), otrzymujemy odpowiedzi (12).
 Na rysunku 7 pokazano w sposób 
grafi czny odpowiedzi (12).
 W przypadku φ = π/6 = 30° odpo-
wiedzi (12) redukują się do równań   
(13).

Tarcza kołowa podwieszona 

na linach

Ostatnim zadaniem jest kołowa tar-
cza sztywna o masie całkowitej m 
i promieniu R, również zawieszona 

O

N
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ay
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6. Schemat dynamiczny rozważanej belki sztywnej
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7. Bezwymiarowe wykresy a

x
, a

y
, ε i N w funkcji kąta φ w belce sztywnej

 

 
 

5. Przestrzenna struktura prętowa po przecięciu linki BS
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na dwóch nierozciągliwych linkach, 

zbieżnych w przegubie O
1
 i tworzą-

cych z pionową osią symetrii kąty φ. 

Odcinek A B niechaj będzie równy 

R. W pewnym momencie przecięto 

raptownie linkę O
1
 B i układ stał się 

mechanizmem. Zgodnie z oznacze-

niami na rysunku 8 mamy wyznaczyć 

cztery wielkości trzy kinematyczne i 

jedną dynamiczną a
x
, a

y
, ε i N.

 Zadanie rozwiązujemy bardzo 

podobnie jak trzy poprzednie. Trzy 

równania ruchu kinetostatyki zapisu-

jemy standardowym sposobem: (14)

 Brakujące równanie więzów wy-

znaczamy z lematu Eulera, wykorzy-

stując własności chwilowego środka 

przyspieszenia, który w chwili tuż po 

przecięciu linki pokrywa się z chwi-

lowym środkiem obrotu, bowiem 

wszystkie prędkości w takiej chwili są 

równe zeru. Zgodnie z oznaczeniami 

na rysunku 8 możemy zapisać związ-

ki: (15).

 Rozwiązując układ czterech rów-

nań: (14) i (15) otrzymujemy odpo-

wiedzi (16.)

 W szczególnym przypadku φ = π/6 

= 30° odpowiedzi (16) redukują się 

do  (17)  
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