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Dwustronna wi!" kontaktowa Hertz'a w nur
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Two-way Hertzian spring in numerical analysis-afaxiupl
system vibrations
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StreszczenieW pracy przedstawiono i porewnano dwie metody symulacji drga# ukgadu poci!g-tor, re€nilce sie modelem kontaktu kogt
-szyna. W pierwszej metodzie zastosowano dwustraaiikisztagcaln! wie& kontaktow! typu Hertz<a, gigjlrtl wie& nieodksztagcaln!. W

obu metodach przyjeto pgaski model obliczeniovegary z belki Eulera spoczywajlcej na podgo€u sprgysnilcym typu Winklera i
zestawu pojazdew szynowych modelowanych ukgadamardicznymi o dziesieciu stopniach swobody. Przedstao wyniki analiz nu-
merycznych, kterych celem bygo okre$lenie wpgysaimms$ci dwustronnych wiezi kontaktowych na wysjknulacji drga# rozwa€anego
ukgadu. Stwierdzono, €e zast!pienie sztywnych wiialtowych przez dwustronne wiszi spre€yste Harti& ma istotnego wpgywu na
symulacje drga# toru i ma niewielki wpgyw na symulacje drga# nadwozia pojazdu i wezka jezdnego. Zaproponowana metoda symt
bedzie mogga by" wykorzystana do bada# numeryczijsaliska chwilowego odrywania keg od szyn, po nileefiemody®kacjach w celu
wprowadzenia jednostronnych wiszi Hertz<a (nie przenosz!cych sig rozcilgajlcych), ktere s! dokgadniejszym modelem kontaktu.

Sgowa kluczowdikgad pocilg-tor; symulacje drga"; zagadnienie koatakié$®/Hertz'a

Abstract: The paper presents and compares two methods for simulation the train-track system vibrations, di>ering in the wheel-rail ¢
tact model used. In the ®rst method, two-way Hertzian spring is used, in the second + a non-deformable constraint. In both methods,
computational model is assumed, consisting of an Euler-Bernoulli beam resting on a Winkler-type elastic foundation with damping and
of rail vehicles modeled by dynamic systems wittdegrees of freedom. The results of numericaysieare presented, in order to deter-
mine an in uence of the contact constraints< deformability on the vibration simulations. It is found that the replacement of non-deforma
contact constraints by two-way Hertzian springsrmasigni®cant e>ect on track vibration simulations and has a little e>ect on vibration
simulations of vehicle body and bogie. The developed simulation method can be used for numerical studies of the phenomenon of ins
taneous detachments of wheels from rails, after minor modi®cations directed to introduce one-way Hertzian springs (i.e. not carrying te
forces) being a more accurate contact model.

Keywords:Train-track system; vibration simulations; contaetrprdeltzian spring

Dober modelu kontaktowego opisu- konstytutywne wynikaj! z teorii spre-zastosowanie w zagadnieniach me-
jlcego styk koga pojazdu kolejowego&ysto$ci. W teoriach uproszczonyeathaniki pojazdsw kolejowych.

szyn! stanowi jeden z podstawowyclstosuje sie parametry zale€ne jedynie Zdecydowanie prostsze modele
problemew dynamiki obliczeniowej od powierzchni kontaktu dwech ciagkontaktowe s! stosowane w symula-
sprze€onego ukgadu pocilg-tor. W Ibez wprowadzania pojecia pegprzeejach numerycznych drga# sprze€one-
teraturze istnieje wiele teorii opisuj!strzeni. W kolejnym podziale wyrs€go ukgadu pocilg-tor, przeznaczonych
cych zjawiska wystepujlce w stre®eaia sie teorie dynamiczne, w kterychdo analiz dynamiki toru kolejowego.
kontaktu koga z szyn!. Prost! ich klasywzgledniane s! efekty bezwgadnoZazwyczaj modelem kontaktu jest
®kacje, opracowan! na podstawie zngciowe i teorie quasi-statyczne, w ktawtedy tzw. spre€yna kontaktowa typu
nej pracy Kalkera [1], przedstawiono mych te efekty s! pomijane. Najbardzidflertz<a (anddertzian sprifng4], [5],
monogra®i [2] z 1984 roku. Bazuje ooezywistym podziagem jest rozre€niddtera jest najcze$ciej traktowana jako
na podziale teorii kontaktu tocznegamie teorii trejwymiarowych i dwuwy- wie& dwustronna czyli przenosz!ca za-
na kilka podkategorii. Pierwsza z nichiarowych. W monogra®i Bosso i in. [8lvno $ciskanie jak i rozcilganie. Przy
to podziag na teorie dokgadne i uprogz2013 roku mo€na znale&" obszerdy€ych predko$ciach jazdy, dwustron-
czone, gdzie teorie dokgadne bazuprzegl!d wspegczesnych modeli konny model kontaktu odbiega znacznie
na zago€eniu, €e kogo i szyna w poliiktowych, na ogeg bardzo zgo€onycbd rzeczywisto$ci, poniewa€ pomija
powierzchni kontaktu s! traktowanewykorzystujlcych modelowanie MESchwilowe odrywania zestawsw ko-
jako pegprzestrze# spre€ysta, a zwilzZRrzedstawiane tam modele znajdujowych od szyn. Wie& jednostronn!,
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Infrastruktura transportu szyno

przenosz!c! tylko $ciskanie zastosagew przemieszcze# oraz predko$ci odcinka pocilg porusza sie po torze
wano m.in. w pracy Podwernej i Klasprzyspiesze# drga# poszczegelnychmiepodatnym. Ka€dy z pojazdew jest
tornego [6] po$wisconej badaniomelementsw wybranego pojazdu ko-systemem trzech tarcz masowych za-
wpgywu wybranych cech pojazdewejowego i wybranych punktew toru, stepujlcych nadwozie i wezki jezdne
kolejowych na drgania belki swobodwyznaczone przy u€yciu dwech aloraz czterech mas skupionych mode-
nie podpartej idealizuj'cej most bel-gorytmew + z uwzglednieniem dwu- lujlcych zestawy kogowe. Elementy te
kowy. Zestawy pojazdew kolejowychstronnej wiezi typu Hertz<a i z poms! pog!czone wieziami liniowo-spre-
modelowano w tej pracy kolejno jakonieciem podatno$ci tej wiezi, tzn. przy€ystymi i tgumikami wiskotycznymi,
ukgady ruchomych sig, mas nieresa@ago€eniu wiezi nieodksztagcalnej kisre modeluj! dwustopniowe zawie-
wanych oraz jedno- i dwumasowychruchomym styku kogo-szyna. Zbadasaenie. Misdzy zestawami kogowymi
oscylatorew lepko-spre€ystych. Mimaak€e wpgyw sztywno$ci odksztagealtorem wprowadzono dwustronne
obszernych i ciekawych analiz, nieej wiezi kontaktowej na wyniki symudiniowo-spre€yste wiszi kontaktowe

przedstawiono jednak porewnania Zacji drga# ukgadu poci'g-tor. typu Hertz<a o sztywno®gi Model
rozwilzaniami alternatywnymi z za- dynamiczny pojazdu pokazano na
stosowaniem wiezi dwustronnej. Metoda symulacji drga% ukgadu rysunku2, wraz z oznaczeniami dyna-

Praca [6] zainspirowaga autorepoci#g-tor micznych przemieszcze# elementew
tego artykugu do podjecia bada#, kte- masowych.

rych ®nalnym celem ma by" oszacd?rzedmiotem rozwa€a# s! drgania Zago€ono sztywny sprzeg pomisdzy
wanie wpgywu zastosowania jedngionowe pgaskiego modelu ukgagojazdami w kierunku podgu€nym.
stronnej wiszi kontaktowej Hertz<a wkgadaj!cego sie z dwech sprze€onychV chwili pocz!tkowe} = 0 czogo po-
symulacjach drga# ukgadu poci!g-topodukgadsw dynamicznych: 1) zestai!gu znajduje sie w lewym skrajnym
poprzez porewnanie z rezultatamiwu czteroosiowych pojazdew kolejo-punkcie podatnego odcinka toru, o
uzyskanymi przy zastosowaniu typawych, z kterych ka€dy jest traktowanwspegrzednex = 0. Pojazdy wje€d€a-
wej wiszi dwustronnej. Niniejszy artyjako ukgad dyskretny o 10 stopniagice na badany odcinek toru znajduj!
kug przedstawia pierwszy etap badas#yobody, oraz 2) toru bed!cego ci!- sie w stanie rewnowagi statycznej, co
w kterym opracowano metode sy- gg! belk! Eulera-Bernoulliego spoczyznacza, €e wszystkie odksztagcalne
mulacji drga# ukgadu uwzgledniaj!c!'waj!c! na podgo€u spre€ysto-tgumilwiszi pojazdu uleggy deformacji spo-
typow!, dwustronn! wie& kontaktow! cym typu Winklera. Ogelny schematwvodowanej cis€arem wgasnym ele-
Hertz<a na styku zestawew kogowyckgadu przedstawiono na rysurku mentew konstrukcyjnych pocilgu,
i szyn. Metoda jest tak pomy$lan®rzyjeto, €e zestaw pojazdew (poprzekazanym przez wis& kontaktow!
aby po niewielkich mody®kacjackilg) porusza sie ze stag! predko$ciha tor niepodatny. Przemieszczenia
planowanych w drugim etapie pracy po odcinku toru odksztagcalnego dynamiczne pojazdu zaznaczone na
umo€liwiaga wykonanie oblicze# degugo$d, dostatecznie du€ej, aby wysunku2 s! mierzone od statycznie
zastosowaniem wiszi kontaktowejsensie numerycznym odcinek modezrewnowa€onej kon®guracji odniesie-
jednostronnej. W cze$ci numeryczndpwag tor niesko#czenie dgugi. Przsd.
porswnano wyniki symulacji przebie-wjazdem na odcinek L i po zje&dzie zTor kolejowy zde®niowano jako
belke Eulera-Bernoulliego spoczywa-
] m e ———— Y j'c! na odksztagcalnym podgo€u spre-
- R - €ystym typu Winklera, z tgumieniem.
- * Parametry podgo€a, tj. wspegczynnik
1. Pogltdowy schemat ukgadu pocilg-tor spre€ysto$ck i tgumienia s! stage.
Belka jest pryzmatyczna, inercyjna,
’ £ v idealnie prostoliniowa, zastepuje oba
——E , P toki szynowe. Materiag belki jest linio-
(,lw g, B — wo-spre€ysty. Uwzgledniono tgumie-
: nie wynikajlce z reologicznych cech
2 € k, ¢, materiagu szyn, zgodnie z modelem
Voigta-Kelvina.
Na rysunku3 przedstawiono sigy
' dziagaj!ce na styltego zestawu ko-

@ M gowego z szyn! oraz przemieszczenia
« ¥V,
o,

wozek
jezdny M _J @:Q w, {92(4 w, M, J,

zestawy *

ke ‘ v kg
wiez kontaktowa V', ¥ k, V_; V: k
tor H’: l l f’]/‘ M/:l

2. Model dynamiczny pojazdu

dynamiczne podukgadew w punkcie
styku: przemieszczenie dynamiczne
zestawu kogowedd (t) i przemiesz-
czenie toruV ). Z rysunku wynika, €e
tor jest obcil€ony reakcj! wiszi kon-

3
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niach (3) i (4), mo€na zapisa" te rew-

n"#$% "&$" " ()% (3) nania glcznie w nastspujlcej postaci
zestaw ) blokowej
kolowy Aby ugatwi" zapis matematycznyi. 1. $ ( e S -

sprze€enia rewnania (3) z rewnaniem! » lu $&)G&+ 4 L $&)%

drga# toru, w wektorze przemiesz-$ ¥ luww e S F . www

# uogelnionychg =col(, V. fo T 8

L] = -
cze# uogelnionychq =co V) wy- e | Ol 2)483 $&
re€niono dwa blokir=col(,r,%ar,) i S Oy [ ogot Mogos ¥ %

! = V. =col(V,V,,¥a,V,,), przy czym gatwo
W © zauwa€y", €e w bloky, s! zgrupo- _ _ . (6)

3. Bilans sig na styku zestawu kogowego z w@me przemieszczenia wszystkich ks_dme nadilsana tlylda W):jr°€ma ma-

taktowejF\; t=Qj? P ), skeadaj!c! lejnych ;estgw-w kog OWyC-h-'_PO Wprcglze;rzer:i\éviaf(z)rr\);;o?\in\?v ct)enczgfr:J’SEr(.)z—y

o ; ; adzeniu cilggej numeragji= 1, 2, astl i

Si+ ze statycznego nacisku 03|oweg}1§’ N ical = T Seb oczywiste] zale€no$ci od czasu

. - . g N mo€na zapisaV =[V, V., Y4, V] y ] Z :

Qj | SIZY dynamlcznej |nterakCJ| mi d?xektor prawej strony rewnania (3) je%ektor'w przemieszcze# Uog‘|n|0-

podukfaadanﬁ (t)_. Na_ zesta_lw kogow ostaci nychr(t) i V. ) oraz wspegrzednych

oprecz reakcji wiezRj () dziaga prze—p | e uog-lnionycoh q ). Formugy okre-

ciwnie do niej skierowana siga statycz- T HSY &0 210 1% $lajice poszczégolne bloki macierzy

naQ, czyli ci-€ar pojazdu przypadaj'ydzie symbos 0znacza wektor zerowywspegczynniksw i prawej strony rew-

cy na o$_. Wynika st!d, €e w rewnaniy rozmiarze 8, &}=diagk k,v4k) nania (6)s! podane w pracy [7].

ruchu pojazdu jest macierz! diagonaln! o rozmiarzeMetoda symulacji drga# opisanego
CE& L 6,8) 1 "s  hs, (1) N, a wektor W=[W,W,%sW]" wy€ej ukgadu pocilg-tor opiera sie

’ ) R gromadzi przemieszczenia toru wa rozwilzaniu sprze€onego systemu

nie wystspuj! statyczne naciski osioPuntach styku z kolejnymi zestawantswna# re€niczkowych zwyczajnych

we. Pojazd jest obcit€ony tylko sigafffZoWymi + tzw. przemieszczendtugiego rzedu (6), kisry mo€na za-

wzajemnego dynamicznego oddzia®'edz!ce [8]. , pisa” zbiorczo w nastepuj!cej postaci

@ywania toru i pojazdu, ktsre s! dyna- R*wnanie (3) jest sprze€one poogelnej

micznymi komponentami reakcji wis-Pr262 Przemieszczenia $ledz\eg z

zi kontaktowych macierzowym rewnaniem ruchu toru D HE% & B9 & #0490 * +#%T)

Y & (), HEE 4 B, 2) n"#5%,"&$ " ()% (4) Aby oceni" wpgyw wprowadzenia

' ' ' dwustronnej wiszi kontaktowej typu
Rewnanie ruchu (1) wyprowadzonoktere wyprowadzono na podstawieHertz<a do modelu obliczeniowego
metodologi! typow! dla ukgadew znanego rewnania drga# gietnych rozwa€anego ukgadu, sformugowano
dyskretnych, tj. na podstawie bilansbelki Eulera-Bernoulliego, obci'€onejlternatywny, porswnawczy model

energetycznego i rewna# Lagrangezbiorem ruchomych sig ol_aliczeniowy zast-puj!c_ podatn!
<a. Szczegegy wyprowadzenia mo€na !" 80, "% Wie& kqntaktow! przez wis& sztywn!.
znale&” w pracy [7]. Wektor prze- = & S0 Ten najprostszy, sztywny model kon-
mieszcze# uogelnionych pojazdu «. 2 %0, 1o 050012 oppanssp aKIU kogo-szyna, czesto stosowany
v, =col¢,V,) podzielono tu na 389 w literaturze (por. [6]), prowadzi do
dwa bloki r, =[w,w,W3%%%] " i zgodno$ci przemieszcze# toru i zesta-
V =[Vvvv']VT (plé)rz’z r Qs’,ugﬁkigm) _ _ (_5)_ wew kogowych w punktach styku. W
v LT Y Ty -z 1y * R(t) =Q ?P () jest tu reakcj! wiezi

tym przypadku nale€y przyj!", ¥
=W,, a wtedy rewnanie ruchu ukgadu
pocilg-tor ma inn! posta" ogeIn!

'#$ Vot & 'I"#S ("# & )I"#S!I"# * +1"#

CO ugatwia procedurs agregaciji rewy

J
, , ontaktowej Hertz<a, a funlesfg=vt-
na# (1) zapisanych dla kolejnych po- - i Joct
jazdew i, = 1, 2, viN. Symbol col° d opisuje pogo€enigego zestawu

. ogowego w chwilj przy czynd jest
oznacza macierz kolumnow! zgo€o 9 przy czyna |

. rbdleg,zoS]Sci! ogitego zestawu kogo-
z blok-w wektorowych a { pperacis 046 o4 czoga pocilgu. Aby rewnanie

tra.ns%ozlycp. Indedk|§ okre$la nlLJmer 5) przeksztagci' do postaci (4), zastgr (8)
tpeori]aﬁc;b;: (Z)Z?)rg(;)ci'gjw)?ngglckgﬁ’ “Sowano metod: elementaw skoiczo- ! # 0 y (

' v h jeci lerki FE v & Y Ay
orazj= 1, 2, i nych w ujeciu Galerkina (anGFEW !$$%#$$& *)B+% SR ’_$$&*_$+

Procedura tego przeksztagcenia bazu®
| . . je na rozwilzaniach sformugowanych % ,
ntw[7], otrzymuje sis rewnanie drga,, o ach 9], [10] i jest szczegegowo *
zgstawu N, p.OJaz_d-w, wzpudzanych opisana w pracy [7]. @)

Kinematycznie pionowymi drganiami "o, v 7naczeniu jawnej postadiiczba riwna” ri#niczkowych zmniej-
toru wektorew prawych stron W rewna- Sza Si$ N w por!wnaniu Z ukgadem
r'wna" ruchu (7), co istotnie skraca

s &0(12'435+

Stosujlc procedure agregacji opisa
- gs%tgs
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czas oblicze", mimo tego, #e stopieha symulacje drga" ukgadu. Stwierdztoru. Z tego powodu, na rysunkdu
zgo#ono%ci obliczeniowe] algorytmo, #e wpgyw ten nie zale#y istotnie pdzedstawiono tylko przebiegi pr$d-
ro%nie wskutek pojawienia si$ dodairzyj$tej prédkod%ci przejazdowej p&eo%ci i przyspieszenia drga" w prze-
kowych, zale#nych od czasu blok!w wiegu, zatem na kolejnych rysunkachkrojux = 0,2%.
macierzy bezwgadno%oci i taumieniapokazano tylko wyniki przykgadowe, Analiza wykres!w przedstawionych
dotyczece prédko%ci 30 m/s. Ponadtw rysunku prowadzi do wniosku, #e
Wyniki analizy numerycznej okaza@o si$, #e przyj$cie podatnej widstosowanie podatnej wi$zi Hertz+a
zi kontaktowej o typowej sztywno%daia styku zestaw!w kogowych z torem,
W celu przeprowadzenia analiz numek, = 1,4"10N/m, zamiast wi$zi sztywzamiast wi$zi sztywnej, powoduje nie-
rycznych opracowano w %rodowiskuej nie wpgywa w spos!b widoczny nanaczne rl#nice misdzy rozwiezania-
programistycznym MATLab dwa alteprzebiegi przemieszcze" toru, a wniomi, polegajece na niewielkiej redukciji
natywne algorytmy obliczeniowe baski dotyczece pr$dko%ci i przyspieszelarto%ci pik!w i wyggadzeniu form
zujece odpowiednio na r!'wnaniach drga" nie zale#e od wyboru przekrojyrzebieg!'w. Dokgadniej obrazuje to
(7) i (8). W obu algorytmach zastoso-

wano do cagkowania rwna" ruchu @ % ' ' :

metod$ Newmarka z parametrem £ -0.015¢ { | j ‘ ' ' ' ey, st A
& = ' zapewniajscym bezwarunko- & .| LI \ ‘| M1 1

we stabilno%* metody. Do oblicze" ¢ , ‘ i |l ' Ml ‘|

przyj$to dane wej%ciowe wzorowa- X g -0.005 1 ‘ ‘i | ‘ \ |l [ 1. 1
ne na pracy [9], przy czym do analiz 3% \ Al il “u Al

przyj$to dgu#szy odcinek toru, tj. odci- f -+ | ‘ \ i Il |

nek o dgugo%ci 100 m. Wsp!gczynnik o ( ‘ ‘ | 1
spré#ysto%ci i taumienia podgo#a torig 0.01 + |- ‘ 1 B 1
wynosze odpowiedniok = 1,1 10N/ é ——— “ " I\ " ‘ ’ " ' |
m? ¢ = 2,8667 10Ns/n?, sztywno%* & | |

gi$tna belki modelujecej dwa toki szy- 0.02
nowe wynoskJ= 1,2831" TINN? a jej
masa jednostkowan = 1,21 10kg/m.

W obliczeniach uwzgl$dniono tgumie-
nie materiagowe w szynach z czasem
retardacji 2,1"¥0s. Drgania toru se
wzbudzane przejazdem pocisgu typu
Shinkansen, ktlry skgada si$ z 0%mit
25-metrowych powtarzalnych pojaz-
d!'w. Rozstawy osi pociegu, parametry
masowe i charakterystyki zawiesze"
przyj$to wedgug danych z monogra®i
[11]. Sztywno%* podatnej wi$zi kon-
taktowej Hertz+a wariantowano, przyj-
mujec za warto%* bazows = 1,410

N/m (na podstawie [4] i [6]) a nast$p-
niek, = 1,4"10N/m ik, = 1,4"1ON/m. .

Odcinek toru podzielono na 200 ele- 4. Pridko"ci i przyspieszenia drga# toru w przekroju x = 0,25L
ment!w sko"czonych o jednakowej

czas [s]

model z wiezig Hertza (H) | -

0,25L [m/s?]

'
i
T

’ ‘ model sztywny (R)

30m/s

3
—

————

: ‘ Iﬁ‘ ’l

przy v
o
—l

emse IS
=1
3
=
e ——

przyspieszenie drgan toru w x
o
(3]

dougo%oci, do numerycznego cagkowa- <, -

nia przyj$to krok 0,0001 s. E —
Analizie poddano przemieSZCZG- D 2 model z wigzia Hertza (H) | |

nia, prédko%ci i przyspieszenia drga” S 15| M M

nadwozia pierwszego z 0%miu pojaz- x o 11\ M

d'w i przedniego w!zka jezdnego §§ | HH) \ ,M

pierwszego pojazdu, a tak#e toru w £ -05F )/ | ||

trzech punktach: w ', ; i < deugo%ci -1 J I— N | W\ e

badanego odcinka. Symulacje wy- S & e ™ A j \t M\ "?f \}W ™

konano za pomoce dw!ch om!wio- € 05f ¥ \ ) /}'& "

nych wcze%niej algorytm!w oblicze- 2 1 » \J/

niowych, przy ri#nych prédko%ciach @ 1 . . ‘ . . ‘

przejazdowych pociegu: 30, 60 1 90 & 375 o5 o085 0o o095 1 105 14 115

m/s (108, 216 i 324 km/h), oceniajec czas [s]

wpgyw podatno%oci wi$zi kontaktowe;j
5. Fragment przebieg$w przyspieszenia drga# toru w przekroju x = 0,25L

5
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rysunek5, na ktlrym pokazano wy-wynikajecy z wjazdu na odksztagcalkgztagcalny a tak#e efekt wjazdu dru-
brany fragment przebieg!w przyspie-odcinek toru i zjazdu z tego odcinkagiego w!zka tego samego pojazdu. W
sze". Na rysunké pokazano prze- Przejazd przez odksztagcalny odcinmkzypadku przyspiesze" drga" nad-
biegi pionowych drga" przedniego toru z prédko%cie 30 m/s trwa 3,33wpzia, wyra>nie widoczny jest tylko
wlzka jezdnego pierwszej jednostka nast$pnie pojazd ponownie wje#tefekt wjazdu drugiego w!zka. Podob-
powtarzalnej pociegu, a na rysunkw#a na tor cagkowicie nieodksztagced se uksztagtowane rozwiezania w
7 + przyspieszenia pionowych drgathy, gdzie po krltkim okresie przejpoczetkowej fazie ruchu pojazdu, ale
nadwozia tego pojazdu. Dominujecy6ciowym wykonuje gasnece drganiefekt progowy jest mniejszy m. in. dla-
wpgyw na ksztagt przedstawionych veyvobodne. W okresie przej%ciowyrego, #e w chwili wjazdu na odksztag-
kres!w ma zaistniagy w poczetkowejw drganiach w!zka ujawnia si$ efektalny odcinek toru przemieszczenia
ko"cowej fazie ruchu efekt progowywjazdu drugiej osi w!zka na tor nieod-dynamiczne pojazdu i ich pr$dko%ci se

przyspieszenie drgann nadwozia [m/sz]

przemieszczenie pierwszego wozka [m]

przy v = 30m/s

przemieszczenie zestawu kotowego

= 30m/s
N

przy v

1
B

1
N

o

ESN

[=)]

(o]

-
o

6. Pionowe drgania przedniego w$zka jezdnego w pierwszym poje%dzie
-0.04
-0.03
-0.02

-0.01

0
0.01

0.02

0.03

0.04

w modelu Hertza [m]

20

5|l

%107
W model sztywny (R)
[ I\ A model z wiezig Hertza (H) | |
BN«
AT AN A~ :
il ( / I\Jr \j\// Nyzfl s
[ N/
1/ \uj
i |
l
\ | |
{
J
2 4 6 8 10
czas [s]

model sztywny (R)
model z wigzig Hertza (H)

2 4 6 8 10
czas [s]
7. Przyspieszenia drga# nadwozia pierwszego pojazdu
x10™
1.4*107
108
0 , 1.4 109 |
N N 1.4*10
“l‘ /\ /f\ ;
5| W.%,"\ N A A
NNAlIAL | [\ ~
|\ ‘\Hr BE S e S
L mVRT
wr{ | Y ]
R
|
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

czas [s]

zerowe.
W przeciwie"stwie do poczetko-
wej fazy ruchu, po zje>dzie pojazdu
z odksztagcalnego odcinka toru ob-
serwujemy widoczne r'#nice misdzy
rozwiezaniami wyznaczonymi z zasto-
sowaniem podatnej i sztywnej wi$zi
kontaktowej. Zarlwno w przypadku
przemieszcze" wlzka jak i przyspie-
sze" nadwozia, wprowadzenie do
modelu obliczeniowego odksztagcal-
nych wi$zi kontaktowych skutkuje
zmniejszeniem amplitud oraz prze-
suni$ciem fazowym przebieg!w (ry-
sunki6 i 7). Ponadto, w przebiegach
drga" pojawiaje si$ dodatkowe oscy-
lacje wysokocz$stotliwo%ciowe, ktlre
wynikaje z lokalnych drga" zestaw!w
kogowych. Na rysunk pokazano
przykgadowe przebiegi tych drga",
wygenerowane przy trzech rl#nych
sztywno%ciach wi$zi Hertz+a i pr$d-
ko%ci przejazdowej 60 m/s. Towarzy-
szece im przebiegi pionowych drga"
pierwszego w!zka jezdnego przed-
stawiono na rysunk®. Mo#na za-
uwa#y*, #e im wisksza jest sztywno%*
wi$zi kontaktowej tym mniejszy jest
okres drga" swobodnych i szybcigj
zanikaje lokalne drgania zestawu ko-
gowego. Przemieszczenie dynamiczne
zestawu kogowego ustala si$, podob-
nie jak przemieszczenie %ledzece toru
(por. [9]). Ponadto, jak stwierdzono na
podstawie rysunk®, sztywno%* wi$-
zi kontaktowej nie mo#e by* dobrana
zbyt maga, poniewa# mo#e to prowa-
dzi* do zdegenerowania (przeszaco-
wania) przebieg'w drga" pojazdu
a sted i toru. Przyj$cie warto¥cr
1,4"1®N/m zalecanej w literaturze [4]
wydaje si$ rozsednym kompromisem,
poniewa# daje wyniki nie rl#niece si$
znaczeco od uzyskanych przy zasto-
sowaniu wi$zi sztywnej (rysurki)
a r'wnocze%nie pozostawia swobod$
pionowego ruchu zestaw!w kogo-

8. Drgania przedniego zestawu kogowego w pierwszym poje%dzie, w zale&no"ci od sztyWiei wilzi

kontaktowej Hertz'a
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Podsumowanie o x10°
\‘\ T T T T T T T T
. . g \ wi?
W pracy przedstawiono i por'wnano 5 't;.l plhes
dwie metody symulacji drga" ukgadu B o A by
pocieg-tor, rl#nisce si$ zastosowa- g £ \
@\
nym modelem kontaktu kogo-szyna. 2204 \
W pierwszej metodzie zastosowano — aI
. . O = \\
mc_)del'w_postau dwus_tronnej, podat- s8o06f & A N |
nej wi$zi kontaktowej typu Hertz+a, S E \ o\ / S
w drugiej £ model w postaci wi$zi 8= - \ / \ / g TR
nieodksztagcalnej. W obu metodach § .’ \_/
przyj$to pgaski model obliczeniowy & o
. _ N 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ukgadu, zgo#ony z belki Eulera-Berno g TEE TEE TERET P 18 14 18 18

ulliego spoczywajecej na pod@o#u czas [s]
spr$#ysto-tgumiecym typu Winklera
zestawu pojazd!w szynowych z dwu-
stopniowym zawieszeniem, mode-
lowanych ukgadami dynamicznymi ehwilowej utraty kontaktu kogo-szy4] Esveld C., Modern Railway Track,
dziesi$ciu stopniach swobody. Przeda moge by* znaczece. Ten problem MRT-Productions, The Nether-
stawiono wyniki analiz numeryczb$dzie przedmiotem dalszych bada" |ands, 2014.

nych, ktlrych celem bygo okre%leragtor!w, ktlre b$de prowadzone za [5] Romero A., Galv@n P., Dom@ngue
wpgywu uwzgl$dnienia podatno%piomoce metody symulacyjnej przed- 3. A time domain analysis of train
dwustronnych wi$zi kontaktowych nastawionej w tej pracy, po niewielkich induced vibrations, Earthquakes
wyniki symulacji drga” rozwa#aneggej mody®kacjach. Wprowadzone gnq Siryctures, 3(3), 2012, 297-
ukgadu. Stwierdzono, #e zastepierieody®kacje metody umo#liwie ob- .
sztywnych wi$zi kontaktowych przeserwowanie reakcji ka#dej podatnig] Podwira M., Klasztorny M
dwustronne wi$zi podatne typu Hert-wi$zi kontaktowej w ka#dym krok ' ) N
z+a o typowej sztywno%ci zalecanephliczeniowym, i przyj$cie zerowej
literaturze, nie ma wpgywu na symgztywno%ci tej wi$zi w przypadku jej .
lacje drga" toru a wpgyw na symulaozciegania. Niniejsze prac$ nale#y belkowego, Drogi i Mosty, 3, 2011,
cje przyspiesze" jest nieznaczny, nig@otraktowa* jako pierwszy etap ba- 63'8_7' . ,

zale#tnie od pr$dko%ci przejazdowef" prowadzecych do oceny wpgywd /] Chojnacki W., Wi$> kontaktowa
Widocznym skutkiem jest natomiaspdrywania powierzchni tocznych kig  tyPU Hertza w symulacjach nume-
niewielka redukcja pik'w oscylacjod szyn na odpowied> dynamiczne rycznych drga” ukgadu pocieg +
przemieszcze" i przyspiesze" elemendkgadu pocieg-tor. Warto podkre%li*, tor, Praca magisterska WBLIW PW,
tlw konstrukcyjnych pojazdu. Wynika#e badania numeryczne przedstawio- 2018.

sted, #e rozwiezania dla pojazdu, wyae w tej pracy wykazaay ju#, #e metd8a Langer J., Dynamika budowli, Wyd.
znaczone przy zago#eniu sztywnysyimulacyjna dziaga poprawnie w stre- Polit. Wrocga., Wrocgaw, 1980.

wi$zi kontaktowych se rozwiezaniamifach pegnego kontaktu k!g z szynati8] Bryja, D., Gisterek, |., Popiogek, A.,
konserwatywnymi, czyli korzystnynje%li sztywno%* wirtualnej wi$zi kon- Analiza numeryczna wpgywu nie-

é. Pionowe drgania przedniego w$zka jezdnego w pierwszym poje%dzie, w zale&no'"ci od szty
wilzi kontaktowej Hertz'a

Wpgyw cech pojazd!w szynowych
na odpowied> dynamiczne mostu

z punktu widzenia bezpiecze"stwataktowej jest wga%ciwie dobrana. r'wno%ci progowej na drgania
w p'rojektowaniu kOﬂStrl:Jiji. Stoso- toru kolejowego spowodowane
wanie dwustronnych wi$zi Hertz+a przejazdem pociegu du#ych pr$d-
w modelu obliczeniowym ukgadu _ ko%ci, In#ynieria i Budownictwo,
pocieg-tor, cz$sto praktykowane weMateriagy !r"dgowe 71(10), 2015, 532-536.
wsp!@gczesnej literaturze, nie ma za- 10]Bryja D., Hogubowski R., Modelo-
tem istotnego uzasadnienia. [1] Kalker J. J., Review of wheel-rail [09 ’ V

wanie belkowych most'w kole-

Wprowadzenie wi$zi podatnych na ling contact theories, the general jowych z zastosowaniem metody

stykach k!g z szynami jest uzasadnienie problem of rolling contact, Ap- :
wtedy, gdy wi$zi te se traktowane jako plied Mechanics Division (ASME, GFEM. Cz§%” 1. Sformuzowanle_teo—
jednostronne, tzn. nie przenoszece New York), 40, 1980, 77-92. retyczne, Zeszyty Naukowe Polit.
rozcisgania. Pozwalaje one uwzgl$df2] Garg V.K., Dukkipati R.V., DynamicdX2€Szowskiej nr 283, seria Budow-
ni* chwilowe odrywania zestaw'w  of railway vehicle systems, Acade- NICtWO i In#ynieria Qrodowiska, z.
kogowych od toru, ktlre pojawiajs  mic Press, New York, 1984. 59, 2012, 5-19.

si$ m. in. przy du#tych prédko%cial@ Bosso N., Spiryagin M., GugliotfellKlasztorny M., Dynamika mostiw
przejazdowych powodujecych du#e A., Som? A., Mechatronic Mode- belkowych obcis#onych pocisga-
przyspieszenia drga" toru i zestaw!'w ling of Real-Time Wheel-Rail Con- mi szybkobie#nymi, Wydawnic-
kogowych ([9]). Nale#y przypuszcza*, tact, Springer-Verlag, Berlin He- twa Naukowo-Techniczne, War-
#e efekty dynamiczne wynikajece z idelberg, 2013. szawa, 2005.
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Odpowiedzilkr‘tkich!belek!mostowy
nalprzejazd!poci g"w!szybkobie#ny

Response!ofishort!span!bridges!under!mooving!'high-sy

Monika Podw!rna

Dr ine.

Politechnika Wrocgawska, Wydziag
Budownictwa L€diowego i Wodnego

monika.podworna@pwr.edu.pl

Streszczenie:W artykule przedstawiono por'wnanie odpowiedzi dyieznych most!w o ri#nych charakterystykach dynamych na
quasi-rzeczywiste obcis#enie ruchome. Poddano analizie ri#ne ukgady most + tor + pocieg poruszajecy si$ z du#te prddko%cie. \k@ad je
notorowy z nawierzchnie kolejowe podsypkowes. Modalenostu jest 15 metrowa belka swobodnie podpaitarstrukcji stalowej. Model
obcis#enia odwzorowuje pocieg Shinkansen. Wynikivprano z bardzo uproszczonymi modelami obcis#ak $trumienie sig skupionych,
mas skupionych, oscylatorlw jednomasowych i oscylatorwmhasowych.

Sgowa kluczower$tki most kolejowy swobodnie podparty;Interakcja pojazd + most; Rezonans

Abstract: The paper presents a comparison of dynamic reggaoisbridges with di*erent dynamic characteristics to a quasi-real mobile
load. Di*erent bridge + track + train (moving at higledpsystems were analyzed. The system is ballastedratk. The model of the
bridge is a 15-meter beam simple-supported wittealsstructure. The load model is represented bystiiekansen train. The results are
compared with very simpli®ed load models, such as streams of concentrated forces, concentrated masses, one-mass oscillators an
-mass oscillators.

Keywords:Short span simply supported railway bridge; Vehicle-bridge interaction, Resonance

Systemy transportowe odgrywajegy Wgochy w 1981 r., Niemcy w 1988 rtatem uwarunkowa" zwiszanych
kluczowe rol$ w nowoczesnych spo{pociegi ICE), Hiszpania w 1992 r., Bel- z topogra®s, rze>be terenu i urba-
gecze"stwach. Rozwlj gospodarczgia w 1997 r., Wielka Brytania i Chiny w nistycznych, na kt!rych to liniach
zale#y od szybkiej i skutecznej mob#003 r., Szwajcaria i Korea Pogudniowapr$dko%?* musi by* dostosowywa-
no%.ci zar'wno ludzi, jak i towar'w. Wy 2004 r., Holandia i Turcja w 2009 r., na do ka#dego przypadku. Niniej-
tym kontek%cie, system kolei du#yélustria w 2012 r. oraz Polska w 2015 sza kategoria obejmuje r'wnie# li-
prédko%ci (pol. KDPU ang. HSR, Hidta podstawie danych zawartych w nie geczece sieci du#ych prédko%ci
-speed rail) stanowi atrakcyjne alternapracowaniu \nii Europejskiej [19] na oraz sieci konwencjonalne, linie
tyw$ dla %rodk!w transportu drogo+ysunku 1 przedstawiono stan obecny przebiegajece przez dworce, do-
wego. Szybka kolej staga si$ wa#ngraz linie w budowie systemu kolei st$p do terminali, lokomotywow-
elementem krajowej sieci transpordu#ych pr$dko%ci w Europie. ni itp., z ktlrych korzysta tabor
towej, gdy# jest opcje podrl#y, ktlra Zgodnie z Dyrektywe \nii Europej-  du#ych pr$dko%ci poruszajecy si$
podnosi jako%* #ycia i wspiera wzraitiej [2], linie kolei du#ych pr$dko%ci z prédko%cie konwencjonalne.
gospodarczy. Kolej HSR powstagaokejmuje:

drugie pogowie XX wieku. W 1964- r specjalnie wybudowane linie duKonstrukcje mostowe se bardzo istot-
zostag otwarty pionierski system HSR #ych pr$dko%ci, przeznaczomymi elementami linii kolei du#ych
- pierwszy odcinek linii kolejowej (To- generalnie dla pr$dko%ci rlwnyclpr$dko%ci, sgu#e do przekraczania
kio-Osaka) japo"skiego pociegu Shin- lub przekraczajecych 250 km/h, przeszk!d, takich jak rzeki, doliny, ist-
kansen poruszajecego si$ z prddko%eis specjalnie zmodernizowane liniaiejece autostrady lub linie kolejowe.
eksploatacyjne 210 km/h. Nast$pnie du#ych pr$dko%ci przeznaczonw ostatnich dziesi$cioleciach, analizy
w 1981 powstaga linia kolejowa gecze- dla pr$dko%ci rz$du 200 km/h, mostlw kolejowych byay przedmio-
ca Pary# z Lyon, po kt!rej poruszag si$ specjalnie zmodernizowane linieem bada" wielu in#ynierlw, ponie-
pocieg TGV z maksymalne pr$dko%cis du#ych pr$dko%ci, posiadajeoma# efekt dynamiczny powodowany
260 km/h. Do Japonii i Francji dogeczy- szczeg!lne cechy b$dece rezul-przez pocisgi przeje#d#ajece przez
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10000 17 ; Analiza dynamiczna
8000 Nf
AT Historia analizy ruchomych obcie-
= L #e" w Polsce si$ga czas!w przedwo-
a000 L jennych. Pierwsze pionierskie prace
uT . . . .
—| I . wis#s si$ z nazwiskiem Aleksandra
uER Wasiuty"skiego. Zastosowanie metod
0 -:'—?— = - uis komputerowych do zagadnie" obcie-
FLESEES S ~$>" P& 0SS ey "9” #e" ruchomych w Polsce wis#e si$ z

nazwiskiem Jana Langera.[24]

W celu analizy dynamicznych efek-
most jest jednym z najbardziej istot- przez wsplgczynnik dynamicznylw mostlw kolejowych w wyniku
nych aspektlw, kilre nale#y wzis*  (, obcis#eniach + podobnie jakprzejazdu pociegu o du#ych pr$dko-
pod uwag$ na etapie projektowania we wcze%niejszych normach Kkregci mo#na stosowa* ri#nego typu me-
[4]. Badania wykazagy, #e przy pr$dko-jowych, tody, m.in.:

%ciach powy#ej 200 km/h moge poja- poprzez analiz$ bezpo%rednidh metody analityczne oparte np. na
wia* si$ nadmierne drgania w wyniku  proces!w deformacji i dystrybucji analizie modalne;j,

zjawisk rezonansowych, co zostago po- sig wewn$trznych oraz napr$#e. metody uproszczone, wykorzy-
twierdzone w przepisach normowych  od obcis#e" poruszajecych si$ z  stujece wprowadzenie wzbudze-
[11]. Przej%cia nast$pujscych po sobie ustalonymi prédko%ciami na pod- nia rezonansowego (DER - De-
obci-#e" (kolejne naciski osi zesta- stawie dynamicznej odpowiedzi  composition of the Resonance
wlw kogowych przemieszczajece si$ ukgadu (analiza czasowa) [26] Excitation),

po mo%cie) moge wzbudzi* konstruk- 3. metody empiryczne opierajece
cj$ mostowe i gdy cz$sto%* wymuZ powodu nieujednoliconych wyma-  si$ na rzeczywistych przykgadach,
szenia (lub jej krotno%*) b$dzie blisga" dotyczecych kolei du#ych pr$d-  ograniczajec si$ do kilku typ!w
cz$sto%ci drga” wgasnych ukgadu @obkoci analizy dynamiczne powinny konstrukci,

jej krotno%ci) mo#e pojawi* si$ zjay* przeprowadzane na podstawie4, metody analityczne oparte na in-
wisko rezonansu. Mo#e to prowadziiorm, literatury technicznej oraz ko- terakcji pojazd-konstrukcja mostu.
do kilku problem!w, a mianowicie lejowych standard!w technicznych.

do: niestabilno%ci warstwy podsypk?7] Obiekt mostowy dopuszczony dav metodach czasowych stosuje si$
utraty kontaktu mi$dzy kogem a szyns#ytkowania i eksploatacji przy przetne dokgadno%ci matematyczne i ®-
zwiSkszenia uszkodze" zwiezanych z@zdach taboru kolejowego z du#ymiyczne - wykorzystuje si$ ri#ne mode-
zm$czeniem lub nawet komfortu papr$dko%ciami, powinien spegnia* wie-teoretyczne odwzorowujsce pocieg
sa#er!w. [20] Nale#y pami$ta*, #e nie warunk!w. Gg!wne z nich to: ruchomy np.

ktlre aspekty nie s jeszcze do ko"ca  wymagania stanu granicznego  modele normowe HSLM (ang.
znane, co sprawia, #e projektanci stajs no%no%ci z uwzgl$dnieniem do- High Speed Load Model) A i B,

1. Dgugo") linii kolei szybkich HSR NETWORK w Europie

przed problemem co z analize dyna- datkowych efekt'w dynamicz-. sigy skupione,

miczne most!w kolejowych + czy nie  nych oraz zm$czeniowych wywo-  masy skupione,

pojawis si$ wy#sze warto%ci przyspie- ganych du#ymi prédko%ciami, .  oscylatory jednomasowe,

szenia ni# te uznane za dopuszczalne wymagania stanu granicznego lepko-spr$#yste oscylatory dwu-
w normach europejskich [22]. u#ytkowalno%oci, ktlre zapewnia masowe,

Obecne normy europejskie od- bezpiecze"stwo ruchu oraz odpo--  pgaskie zestawy sztywnych tarcz
zwierciedlaje problem nadmiernych  wiedni komfort jazdy pasa#er!w, masowych i mas skupionych,
drga" poprzez wym!g przeprowa- - wymagania trwago%ci konstrukcji, przestrzenne zestawy tarcz i mas,
dzenia analizy dynamicznej w prawie unikanie trwagych deformacji, - inne.
ka#dym przypadku, gdy maksymalna wymagania odpowiedniego wy-
predko%* linii przekracza 200 km/h. posa#enia trasy kolejowej, Opr!cz obcis#e" deterministycznych,

W stosunku do wcze%niejszych Pol- poprawno%* rozwieza" konstrukze wzgl$du na losowo%* drga", wie-
skich Norm [12, 13], w normach PN- cyjnych, zarlwno projektowych|u badaczy posguguje si$ modelo-
-EN [10,11] rozbudowano podej%cie jak i wykonawczych, waniem obcis#e" stochastycznych

do zagadnie" dynamicznych most!w - wymagania ochrony %rodowiska-trozpatruje drgania w kategoriach
kolejowych. Dynamiczny charakter ~minimalne zanieczyszczenia oragrobabilistycznych, a wi$c wykorzy-

obcis#enia uwzgl$dniany jest na dwa hagas, stuje aparat matematyczny z zakresu

sposoby: - wymagania ekonomiczne - kosztyachunku prawdopodobie"stwa i pro-
poprzez wprowadzenie oblicze”  eksploataciji i konserwacji toru poces!w stochastycznych. [23]
statycznych na zwi$kszonych, winny by* stosunkowo niskie. W pracy porlwnano wyniki dla bel-
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3. Pgaski model obci*&e# ruchomych + model MBFS. [17]

4. Przykgadowy poci*g Shinkansen, [6]

kowych most'w o rozpi$to%ci 15m
otrzymane metodami analitycznymi
dla nast$pujecych pgaskich modef.
obcis#e" poruszajecych si$ ze stage

sowych [14] - model Mrysunek
2,

strumie" oscylator'w dwumaso-
wych [14]- model MM rysuneR,

wzorowuje japo"ski pocieg typu
Shinkansen (rysune® zgo#ony z 8
powtarzalnych pojazd!'w szynowych,
ka#dy o dgugo%ci 25 m, o dw!ch nieza-
le#nych dwuosiowych w!zkach jezd-
nych o rozstawie osiowym 17,5 m. [20]
Piety model pojazdu (rysune®)
jest bardziej zgo#ony od pozostagych -
skgada si$ z czterech nieresorowanych
mas skupionych odwzorowujecych
zestawy kogowe, z dw!ch sztywnych
tarcz masowych odwzorowujecych
ramy w!zk!w jezdnych gecznie z silni-
kami trakcyjnymi oraz g'rnej sztywnej
tarczy masowej odwzorowujecej nad-
wozie pojazdu. W modelu pojazdu
wyst$puje cztery liniowe lepkospr$-
#yste zawieszenia pierwszego stopnia
oraz dwa zawieszenia stopnia drugie-
go. \kgad ma 6 stopni swobody.
Przyj$to nast$pujece go!wne zago-

#enia:

model ®zyczny ukgadu jest pgaski,

uproszczonym modelem mostu

kolejowego jednoprz$sgowego
jest swobodnie podparta belka
Eulera,

tgumienie w belce jest typu Lan-
gera (model stagego dekrementu)
8],

0% belki obcis#onej statycznie ci$-
#arem wgasnym jest prostolinio-
wa,

tor poza belke jest prostoliniowy i
niepodatny,

szyny se idealnie proste - bez nie-
r'wno%oci toru,

ukgad jest przedziagami liniowy ®-
zycznie i geometrycznie,
prédko%* obcie#enia jest staga,
w chwilit=0 ukgad jest w r'wno-
wadze statycznej,

rozpatruje si$ sko"czony strumie"
N powtarzalnych element'w
ruchomych, w odst$pach od-
wzorowujecych rozstaw osiowy
w!zklw jezdnych oraz degugo%*
pojazdu (obcie#enie cykliczne),

- uwzgl$dniono jednostronne wi$-
zy mi$dzy kogami pojazd!w a szy-
nami (modele MiMi MBFS).

W analizie dynamicznej modelj, M

M., MBFS wprowadzono sigy interak-

cji (rysunels) pomi$dzy skupionymi

pr$dko%cie: 5. zestaw dw!ch sztywnych tarc%\/I

1. strumie" sig skupionych [14]- mo- masowych z liniowymi lepkospr$-
del P, rysunek, #ystymi zawieszeniami pierwsze

2. strumie" mas skupionych [14] - go i drugiego stopnia [17] = mo-°

model M, rysuneg, del MBFS, rysun8k

3. strumie" oscylator'w jednoma- Wy#ej wymienione pi$* modeli od

10
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lementami ruchomymi a belke mo-
stowe (ang. VBI - the vehicle-bridge
interaction).
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R!wnania ruchu sformugowano w T
niejawnej postaci, oddzielnie dla belki ——
oraz obcis#enia ruchomego. Zastoso- ,,
wano rlwnania Lagrange+a Il rodzajue,«, Loz suloze,x,
dla belki oraz zasad$ d+Alembert+a ¢ «P "Pe

El, m
obcis#enia ruchomego. Otrzymano =777 k e 7
macierzowe rwnania ruchu podu-
kgad!w nale#ce do klasy rwna" ri#- ¢k, !
niczkowych zwyczajnych, liniowych, o0 M, TE ] w
stagych wsp!gczynnikach: Cq Kg .E} .E} .E} .E} & & Eim :
7 #, Ejl, m, !
!I#$%&'!@$%&)!#$%*+"#$y°$/(1) d,djdj,,dydjpdjdydy) ,pdidpdy),|d|
S T R PR 5 ST
gdzie:BCK - macierze bezwgadno%ci. ,z 4 mi2 7 i
tgumienia i sztywno%{i(t)f] - wek- El.m . ;
tor obcis#e" uog!Inionych zale#ny od cq ke %& %1» %% % % %%‘i %
wektora sig interakéfit) i zmiennej M, .
czasowef. 6. Przykgadowy ukgad uwzgl!dniaj*cy odksztagcalno") stref dojazdowych

Macierzowe r'wnania ruchu ukga- + skala ska&ona [15]
du sformugowano cz$%ciowo w nie-
jawnej postaci. Nast$pnie scagkowano
je numerycznie za pomoce metody
%redniego przyspieszenia Newmarka
z parametrami &1/4, ,=1/2, rozwi-
ni$tej do niejawnej postaci [14]. Prze-
prowadzono analiz$ drga” gi$tnych w
p@aszczy>nie pionowej most!w.

W wyniku analizy dynamicznej
otrzymano nast$pujece wnioski:

1. Modele P i M nie uwzgl$dniaje re-
sorowania * brak interakcji ukgadu
pojazd + konstrukcja. 6

2. Model M jest oceniany jako naj-
mniej korzystny gdy# wykazuje
du#e rl#nice, zar'wno jako%cio-
we, jak i ilo%ciowe, w por!'wnaniu
z innymi modelami.

3. Modele P i M- bliskie rzeczywi-
sto%ci, ale w stanach rezonanso-

szynowych wymaga uwzgl$d-Zako#czenie
nienia w komplecie mas niere-
sorowanych, mas resorowanyciModele o stagym obcis#eniu rucho-
oraz zawiesze" lepkospr$#ystycimym se szeroko stosowane w dyna-
Model MM majscy te cechy jest micznej analizie most'w kolejowych.
raczej zbyt uproszczony. Sugerujgednak u#ycie tego prostego modelu
si$, aby modelowa* osobno zemo#e przeszacowa* odpowied> re-
stawy kogowe, resorowane rangonansowe mostu o schemacie belki
w!zk!w jezdnych, resorowane swobodnie podpartej, je%li efekty in-
nadwozie pojazdu i zawiesia lepterakcji pojazd - most (ang. VBI - the
kospr$#yste pierwszego i drugievehicle-bridge interaction) se pomi-
go rz$du, np. model MBFS. jane, szczeg!lnie w przypadku krlt-
W przypadku powtarzalnych pokich rozpi$to%ci. [25] Aby uwzgl$dni*
jazd!w szynowych moge wyst$- efekty VBI, Eurokod 1 [11] umo#liwia
powa* stany rezonansowe, dlatein#ynierom rozwa#enie dodatkowego
go w symulacjach dynamicznychgumienia konstrukcyjnego, kt're za-
nale#y wzie* pod uwag$ cagkole#y od rozpi$to%ci mostu. Ta metoda
wite liczb$ pojazd!w oraz wsp!g- jest tak zwane dodatkowe metode tgu-
czynniki tsumienia. mienia (ang. ADM - Additional Dam-
. ping Method), zostaga sformugowana
wych moge wyst$powa zaburze—W #adnym z powy#szych modeli ni& celu uwzgl$dnienia wpgywu pro-
nia Wymk!\.N' uwzgl$dniono odksztagcalno%* togmozowanej interakcji. Nale#y wzie*
4. W _zakre3|e uproszc_zonych_ mOd%' strefach dojazdowych do mostupod uwag$, #e metoda dodatkowego
po_C|'-g!vv_ model MM, jest n_ajb?r-_w pracach [15, 18], gdzie przyj$twumienia mo#e czasami powodowa*
dziej zbli#ony do rzeczywisto /Oc'du#o bardziej zago#ony ukgad (rysunabezpieczne prognoz$ odpowiedzi

5. Modelowanie szybkich pojazd!w6) most * tor £ pocieg ruchomy (BT Konstrukcji. [25].

a) - system), zostag udowodniony ogrom- W pracy [5] przedstawiajo_cej ana-

B R fRoRe *R1 —_v ny wpgyw tego _elementl_J na analizz$ teoretycz'n- oraz do%wiadczalne
mostu jako oddziagywania pod wpayostu o rozpi$to%ci prz$sga 15,25 m,

el T F y wem pocieg!w poruszajecych si$ z autorzy przyznali, #e modele nume-

by wo  du#ymi pr$dko%ciami. Przedstawiomgczne przeszacowujs maksymalne

wiet) O wyniki analizy w pracy [1] potwierdzgprzyspieszenia konstrukcji mostowe;.
Y jo, #e nale#y uwzgl$dni* tnier'wno%Twierdze, #e prawdopodobnie jest to

iz Wi progowe toru® spowodowane nagg@espowodowane brakiem uwzgl$dnie-
u® zmiane sztywno%ci podtorza. nia interakcji pojazd - konstrukcja, kt!-
5. Modele belki i obci*&enia ruchomego: re se najbardziej istotne w rezonansie.
a+ kon/guracja ukgadu w chwili pocz*tkowej, Takie sytuacje rzadziej zdarzaje si$ w

b+ ugilcie dynamiczne belki w3x,t+ oraz pogo&enie

sigy interakcjBR- mostach %rednich bed> dgugich. [5]

11
111/12019 Erzegl d!'komunikacyjny



Infrastrukturaltransportu!szynoweqgo
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StreszczenieW analizie wsplgpracy geosyntetyk!w z elemenkamstrukcji in#ynierskiej mo#emy je traktowa* jakolmany spr$#yste

lub powgoki posadowione na rl#nych rodzajach peddddidelowanie ukgadu rzeczywistego oznacza pgjzatj$ pod ketem uwzgl$d-
nienia tych cech o%rodka i jego elementlw, ktlrdapysi$ najistotniejsze z punktu widzenia anak@®go problemu. Zbudowany zosta-

nie model ®zyczny, a nast$pnie matematyczny przedstawiony w postaci uog!lnionego ukgadu dynamicznego. W tym opisie wykorzy
si$ rl#ne operatory. Prowadze one do ukgad!w cieggych o parametrach rozgo#onych. Rozpoczynajec od opisu z wykorzystaniem uk
dynamicznych cieg@ych mo#na przej%* do ukgad!mdyrmgch dyskretnych. Pozwala na to teoria uog!iysbrukgad!w dynamicznych,
poprzez wykorzystanie innych operator!w. Takie podej#o#liwia prowadzenie analizy problemu z wykamiesh sygnag!w ciegaych

i dyskretnych. Otrzymane wyniki pozwalaje te# wyataodpowiedzi analizowanych ukgad!'w metodami gyeainymi, numerycznymi

lub hybrydowymi.

Sgowa kluczoweeosyntetyki; Ukgady dynamiczne; Nieklasyczny pefatoeino

Abstract: While interacting with the elements of the engineering structures, geosynthetics can be treated as elastic membranes or sk
placed on di*erent types of foundation. Modeling of the real system takes into account the most important properties of the system ¢
its elements. We will develop a physical and mathematical model in a form of generalized dynamic system. The mathematical descri
will use di“erent operators leading to a continuous distributed system. The modeling will be further modi®ed by development of disci
dynamic systems, which is enabled by the theoggoéralized dynamic systems. This approach albowsefanalysis of the problem with
continuous and discrete signals. The results will shovesipense of the analyzed systems with analytic, numerizcghiod methods.

Keywords:Geosynthetics; Dynamic systems; Non-classical operational calculus

Do opisu (modelowania) wielu ukgaiatki, geomembrany, geowykgadzidielowarstwowe ugo#enie (f)s.

d'w ®zycznych, mechanicznych wyny itp. s* powszechnie stosowane w Takie wielowarstwowe stosowanie

korzystywane se ukgady dynamiczimidownictwie, w tym przy budowie,geosyntetyklw jest korzystne. Qwiad-
ciegge i dyskretne o parametrach skmodernizacji i remontach linii kolejoeze o tym badania przeprowadzone

pionych i rozgo#onych, stacjonarnewich zgodnie z wytycznymi zawartyw aparacie trljosiowego %cinania pr!-

niestacjonarne. Szerokie mo#liwo%ai mi$dzy innymi w [17]. Dobrze zbubek gruntu (ry).

tej teorii, a przede wszystkim teordowana droga szynowa to droga nie W przekroju drogi kolejowej ta wie-

uog!Inionych ukgad!w dynamicznychpodlegajeca przypadkowym, niekon{owarstwowo%* przedstawiona jest na
pozwalaje zastosowa* je w analizi¢rolowanym odksztagceniom. Zwi$kys.3. Z powy#szego wynika, ze ka#da
zachowania si$ geosyntetyk!w w koszenie no%no%ci poszczeg!iny&blejna warstwa posiada inne warunki
lejowych konstrukcjach in#ynierskictvarstw gruntu tworzecych budowl$ obcis#enia i wsp!gpracy. Zilustrowano

poprzez wykorzystanie specjalnychiemns ma szczeg!lne znaczenie wo schematycznie na ryk.

operacji r'#niczkowych lub r'#nico-budowie dr!g kolejowych.

wych oraz odpowiedniego ksztagtu Wspline ceche geotekstyli'w, Charakter analogowy

endomor®zmlw [13]. Wszystkie tgeotkanin i geomembran jest brakanalizowanego problemu

zabiegi, co istotne, maje matematyczsztywno%ci na zginanie. lch wga%ciwo-

ne uzasadnienie i w zwiezku z tym icBoci mechaniczne zale#e od sposoMM wielu przypadkach w analizie

zastosowanie jest uprawnione, o czymvykonania, u#ytych materiag!'w oramsp!gpracy geosyntetyk!'w z podgo-

przekonamy si$ dalej. Geosyntetyldposob!w zakotwienia. Cz$sto zastad#em i elementami konstrukcji in#y-

czyli geowgl'kniny, geotkaniny, geasowane geosyntetyki w budowli majenierskiej (np. z podtorzem) mo#emy
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- . 2. Charakterystyka wynik$w testu przeprowadzonego ve agkjoatdwego "cinania dla pr$bek
1. Wlelowarstwowe ugo&er"e geosyntetyk$w w nasy@ientu o ré&nych zawarto"ciach geosyntetyku opracowany na podstawie{300rkP8

)00 nych w jego dnie. Jest to istotne dla
okre%lania awaryjno%.ci du#ych zbiorni-
klw [1]. Takie koncepcje wykorzystuje
si$ przy analizie wzajemnego oddzia-
gywania w ukgadzie pojazd kolejowy
+ tor £ podtorze - podgo#e gruntowe
gecznie z ich eksperymentalne wery-
®kacje [14], tak#e przez wcze%niejsze
_______ " j _/go/:&_ —— e T'#ss%&'o(* rozpoznanie po_dﬂo#a gruntovv_ego np.
’ z wykorzystaniem sondowania [7] i
3. Przykgadowy schemat ugo&enia geosyntetyk$w w przekroju drogi kolejowej [1dkre%lenie jego parametr'w z wyko-
rzystaniem metody CPT bez pomiaru
hdgtess ci%nienia wody w porach gruntu lub
metody CPT\ z pomiarem ci%nienia

wody w porach gruntu. Wyniki son-
Warstwa echronna E_E §_§ ?_E %_ ?_i dowania moge by* przedstawione

#0 1#23

Hl+-*

za pomoce odpowiednich wykres!w
VA E} ?_ j E 25 (rys5). Na wykresach rejestrowane se:
L L A_ESynEnyk op!r na sto#ku sondy, tarcie na tu-
Podioze gruntowe lei ciernef, ci%nienie wody w porach
4. Przykgadowy schemat obci*&e# 3obci*&e# zast!pcayatirogidsiejowej [11] gruntuu.

* W przypadku linii kolejowych
b tetyki trakt k t doo# t dgo
wybrane geosyntetyki traktowa* jak@gyta na podgo#u gruntowym (podgo boyw na zachowanie si$ konstrukci

membrany spré#yste lub powgokiu spré#ystym) opisywana Jestzwyk‘fy
posadowione na ri#nych rodzajactrzystaniem bilaplasjanu [16]. maje drgania, ktlre s- wywogane przez
podgo#a. np. typu Winklera, Eulera, Panalogicznie (w sensie probleminfUCh POCi*Q!w i zales misdzy innymi
sternaka, Kerra, bowiem modelowanig#niczkowych) modeluje si$ ukga d ich pr$dkodci. Po przekroczeniu
ukgadu rzeczywistego oznacza jeg@ytowe, czy fundamenty [8], funda® prédko%ci krytycznej drgania
idealizaci$ pod ketem uwzgl$dnie-menty paytowo - palowe [6,15, 18, 2f fu i podtorza znacznie zwiskszaje
nia tych cech o%rodka, ktlre wydajobierajsc odpowiednie parametryS™ | gwagtownie narastajs trwage od-
si$ najistotniejsze z punktu widzeniakgadu z uwzgl$dnieniem paramdSZtagcenia toru [3]. Decyduje o tym
analizowanego problemu. Zbudowatr'w podgo#a gruntowego [19]. NJOZChOdpce si$ drgania (fale), ktire
ny model ®zyczny, a nast$pnie matpgytach, na fundamentach paytowoSt PEWN€go rodzaju perturbacjami
matyczny przedstawiony jest zwyklpaiowych tak#e posadowione se linid/ POIU Prédkodci, przemieszczajecy-
w postaci szczeg!lnych przypadk!wkolejowe, linie tramwajowe, ruroci-glml si$ w o%rodku przyjmujec rlitne
uogInionych ukgadiw dynamicznychdrogi startowe. W tych przypadkachP™™Y | prédko%ci. Decydujece s- tu
[13]. W tym szczeg!lnym opisie teorigak#e wykorzystuje si$ geosyntetylzi"lle spré#yste. S to fale mechaniczne,
uog!lnionych ukgad!w dynamicznychW [4] autorzy wykorzystuje w modektIre rozchodz. si$ w o%rodku spriity-
[13] dopuszcza wykorzystanie operfowaniu podgote sprétyste do oceripy™ Jakim jest podtorze i dalej prze-
tora Laplace+a €, a dalej z jego pomowpaywu nierlwnomiernego osiadani& 10d2® do otoczenia w wyniku dzia-

operatora d+AlembertaPodobnie jak dna zbiornika na rozkgad sig wewn$f __nla S'g. z_W|-zany_ch z odksztagceniami
obj$to%ci i postaci element!w cagego
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o%rodka. Obiektami zewn$trznymp. ze wzrostem gg$boko%ci w gruntleg'Inione ukgady dynamiczne
powodujecymi owe odksztagcenidl?2). w nieklasycznym rachunku
Se przeje#d#ajece pojazdy szynowe, Fale powierzchniowe: fale Rayl®perator'w iich zastosowanie
kt!re se >r'dgami fal, a na ich generdgha R i Love+a L maje dgugie okresy i
wanie ma te# wpgyw geometria i staamienne amplitudy, przy czym amtog!lnione ukgady dynamiczne [13]
toru. plituda ich drga" maleje wykgadniczpoj$ciowo zwiszane se z nieklasycz-
Rozchodzenie si$ fal spr$#ystyetraz ze wzrostem ga$boko%ci. nym rachunkiem operator!w, kt'ry
w podtorzu, w gruncie polega tu na Powierzchniowe fale Rayleigha Razuje na trzech liniowych opera-
wzbudzaniu czestek o0%rodka cor&tlrych pr$dko%* zale#y od ich cz®jach S, s, T i dw!ch przestrzeniach
bardziej odleggych od >rldga fal. Fatetliwo%ci, rozchodze si$ poziominiowych E, 1°. Zakgadamy, #e I°
spr$#yste (ry$) mo#na podzieli* i wywoguje zar'wno pionowe, jak iS:E! L%, TU LY s:B KerS oraz do-
na fale obj$to%ciowe rozchodzecpoziome, lecz nie cz$sto poprzeczneatkowo, #e ST =id, TS = id-s. Wgasno-
si$ w gruncie i powietrzu (hagas) orarchy powierzchni gruntu (ry®. Przy %ci operacji S, T, s i ich rl#ne reprezen-
fale powierzchniowe rozchodzece si®€zym pionowe i poziome skgadowe $acje mo#na znale>* w [2, 10, 13]. Co
wzdgu# powierzchni rozdzielajecycprzeciwne w fazie tak, #e ruch czestégtotne: wspomniane operacje moge
o%rodki o rl#nych wga%ciwo%ocigdt, eliptyczny + odbywa si$ po elipby* de®niowane w dziedzinie cieggej
w tym fale rozchodzece si$ na posie zorientowanej pionowo i ktlra jestalbo dyskretnej i wtedy prowadze one
wierzchni gruntu. prostopadga do kierunku biegu falbdpowiednio do opisu z wykorzysta-
Fale obj$to%ciowe podgu#ne P ded wpgywem tych drga” ziarna grumiem rlwna" rli#niczkowych, rl#ni-
cieraje do rejestratora drga”, do od+{u poruszaje si$ po torach zbli#onycltowych, bed> ich ukgad!w. W zwiszku
biornika jako pierwsze. Fale te powao elips, grunt za% ulega silnemu raztym moge by* wykorzystywane do
duje odchylenie drgania w kierunkulu>nieniu. Fale Love+a L rozchodze sffisu i analizy uog!lnionych ukgad!w
r'wnoleggym do kierunku rozchodzer!'wnie# poziomo, przy czym wywogudynamicznych [13]. Takie podej%cie
nia si$ fal. Powoduje %ciskanie i rozgtpoprzeczne, poziome ruchy czestelprowadzi do uog!lnionego wzoru

ganie o%rodka i rozchodze si$ z prégyss). Taylora postaci \
kov%cie,. Z tego wynika, #e w wielu przypad- =l g w0
Fale obj$to%ciowe poprzeczne S dcach  konieczne jest wzmocnhienie +" T e o 1

cieraje ze >rldga do rejestratora drggdodtorza, w tym z Wykorzystaniemd e "0f " ofSem ol

po fali P i maje pr$dko% Prédko%*geosyntetyk!w. Por!'wnanie skutecz- "
fal P i S zale#y od wielko%ci parame%oci niekt'rych wzmocnie" pOdﬂo#e/vaga-Wostatnim WZorzZenie 0zna-
trlw spr$#ystych o%rodka i wraz z#a linii du#ej pr$dko%ci przedstawio-

[ ' -
zmiane tych parametr'w pr$dko%cho np. w [20]. cza wsp.zrz$p|ne1 punktL.J,. Igcz 'eIe
L . ment dowolnej przestrzeni liniowk]
te moge ri#ni* si$ znacznie, a szcze-

lInie zmianv te moge by* zwiezane zde®niowanej wcze%niej. Pokazuje to
g y gs by 0g!lno%* wzoru (1).
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Okazuje si$, #e do analizy naszegmog& tworzy4 zast'pczy ukgad dyna-w szczeg2lno$ci interesuj&cych nas

problemu nale#y przyje* jako operamiczny [13]. punkt2w &, y, € y)) geosyntetyk2w,
cj$ S operator Laplace+a Oczywi$ci, y, & wsp2grz'dny-gdzie z = g(x, ¥ jest r2Zwnaniem po-
_# L oH # mi punktuP 6 ! w chwili t, au jest wierzchni geosyntetyku, &, §y nale+&
#4owo#t funkcj& odpowiedniej klasy w zbiorzdo zbioruD R, kt2ry jest rzutem !

lub operator d+Alemberta I"<0,#) i oznacza ugi'cie (przemiesz- na pgaszczyzn' XOY ukgadu wsp2g-

5 # # # # 5 # czenie, zmian' pogo+enia punkt2w rz'dnych i punkt2w le+&cych w war-
T F?z e @J“ #4 (“p* Wnaszym modelu wystarczy, +e ! jesttwach pogo+onych dostatecznie bli-
i dobra* do nich operacje T i s. graniastoszupgm lub szczegZInq&ko powierzchni geosyntetykg.

\wagas W przypadku n=2 OIDeratorprostopad,efo$C|anem 0 odpowiednich W celu przeprowadzenia identy®-

Laplace+a redukuje si$ do posté/gymiarach. Korzystaj&c ze wzor2w (kacji modelu trzeba przeprowadzi4

A , B (8), (3) mo+emy zapisa4 badania eksperymentalne wykorzy-
=7 s NAtomiast dia nfl o;izy— 1r(ya"s pa"= stuj&c eksperyment czynny, bierny lub
mujemy  tylko  operacj$ . | | mieszany i przeprowadzi4 walidacj'
i to zmienia r'wnanie r'#niczkowe :&$i__6 | 1 . #T]Q$' modelu.
modelu [11]. W przypadku operacji " $% P8IST )
(n;3) (_)peracje T.i s okre%lone s od- 1! 1 Dyskretyzacja problemu i ukgad
powiednio wzorami ! T“/ﬁt I$1$ ﬁ; % 9 $"# dynamiczny dyskretny
%8 I&:u_im + %7$ *8t g
PSR 9 %, & %@ gL sHesL o Niech
) & " o & = ()9 & 00 &HH
1 5 5 "L# ' dzie @ @ @ @ s& odpowiednio
| %BI&_O $——t o— - " % n , g d d p
ﬁ;’y%& &fg; ) +#_i... ' B #&!$ przyrostami zmiennyohy, z,t
b $%, #1$1& 9 (%)
Yo P70 T & oraz
L1 ! 1 I W
- BT "%/:%#! as czyli okre$li4 warto$ci funkcyjir le+&- o= 2T D) 0L TE B
cym wewné&trz obszaru ! punkcRw =tk pyo &"#
L g #IBIST chwilit. : .
. $ '
) & - gfg & 3) 7e wzoru (5) wynika, +e jetgiist Zast'puj&c pochodne czé&stkowe ich

ilorazami r2+nicowymi i wprowadza-
&C W przestrzeni czterowska9niko-
\Nijch sygnhag2w dyskretnych operacje

odpowiedzi& ukgadu swobodneg

gdzie: ' = C (I"<0#)), L = C =0 tzn. jest fal& sferyczn&, natomi

(1"<0,#)), operacja A jest podstawie-

_ _ ; u, jest odpowiedzi& ukgadu nieswo- 0, o=
niem zat warto$ct - @ P.B)/a) ia % podnego z wymuszeniem (obci&+e- e e
0 jest stag& charakteryzuj&c& Ukﬂaﬂléﬁ]—) f(x,y,2)t to odpowied9 u tego LYy e =t sl
stpczy ukgadu mo+na przedstawi4 w postaci Ldivo =t pen?
#!$!$":\/!' - "o "+) ) ", u=u; u. Je+eli obci&+enie zast'péze Lo = yues
6Ket, to zgodnie ze wzorem (1) m0+eélbo
__zoznacza pochodn& normaln&, MYy zapisa4: 11 = A #
w . . | I|$ &n: T g 1°-1/D T 410 /0
jest brzegiem zbioru !. Ll '+, : , : 11 i F "
W ka+dej z opisywanych sytuacjtizie T i s s& okre$lone odpowiednio e
w modelowaniu matematycznymwzorami (8) i (3). Livo = it
wyst'puje  r2wnanie r2+niczkowe Jak pokazano w [11] zmiana pogo+e- L', 0= Lot L0

cz&stkowe u=f(x, y, z).tW naszym nia punkt2w analizowanego podgo+a :
o X mo+emy analizowane ukgady dyna-
przypadku opisuje ono ukgad zast'm w tym punkt2w z geosyntetyk2w iczne cigage zast&pid dvskretnvmi
czy, w kt2rym sta@acharakteryzuje mo+e by4 szacowana przez fale s{enlz 169 . pi&dy y
Lo , : ukgadami dynamicznymi o parame-
odpowiednio podgo+e (podbudow')ryczne (funkcje sferyczne).
) . trach rozgo+onych, kt2re mo+na wy-
z geosyntetykami, natomiagk, y, z, Uwaga> Wykorzystane ukgady ¥iovstad do badania w dziedzinie
t) charakteryzuje ci&g@e obci&t+ensmiczne mo+na analizowad te+ Wzter):)WSka9nikow ch svanag2w dvs-
zast'pcze. Wielko$ci te, musz& bystzestrzeni wynik2w [13], kt2ra je ‘iretn ch lub do n)l/Jmerycgzne o W)_I
wyznaczone empirycznie [7, 15, 17],bogatsza w elementy ni+ przestrze’ yeh U 1eryc go wy
o . o Zhaczania ich odpowiedzi.
tym laboratoryjnie z wykorzystaniemvyj$ciowa.
aparatu tr2josiowego lub aproksymo- Wgasno$ci rozwi&za? (5) [11] UPIaY i mowanie
wane przez parametry element2wniaj& do wykorzystania przedsta-
skgadowych ukgadu (By$.4), kt2re wionych opis2w matematycznyChPrzedstawiono metod' analizv pro-
w modelu mog& by4 traktowane jaka@o modelowania zmian pox7.io+eni61Iemu 2 wykorzystaniem nieﬁ!lagycz—

og&czone szeregowo lub r2wnole i I )
pog 9 gleunkt2w analizowanego obszaru 'nego rachunku operator2w i uog2l-

16
Erzegl d!'komunikacyjny 111/12019



Infrastrukturaltransportu!sz

nionych ukgad2w dynamicznych. kholm, Sweden, April 8000. \ngineering, University of Zagreb,
Ogz2lnie przyj'ty aparat matema-[5] Hamdan M.N., Abuzeid O., Al-Sa- Zagreb, 801F, 11EC-1801.

tyczny pokazuje szerokie mo+liwo$ci laymeh A. Assessment of an edda3]Mieloszyk \., Nieklasyczny rachu-

tworzenia jednolitych opis2w proble-  type settlement of above ground  nek operator2w w zastosowa-

m2w in+ynierskich w r2+nych dziedzi- liquid storage tanks using a simple nju do uog2lnionych ukgad2w

nach: ci&ggej i dyskretne;. beam model. Applied Mathemati-  dynamicznych. Instytut Maszyn
wadzi4 analiz' ilo$ciow& i jako$ciow& 8575. Nauk, 800F.

problemu, po przeprowadzeniu iden{C] L_atha M.A., Murthy _.S. \"ects c[iS]Moraka M. \xperimental investi-
ty®kacji, kalibracji i walidacji modelu, reinforcement form on the beha-
najlepiej z wykorzystaniem bada? in vior of geosynthetic reinforced
situ w celu okre$lenia parametr2w sand. “eotextiles and “eomem-
ukgadu zast'pczego. branes, 8007, 8C(1), 83+£38.
Wielko$cu(x, y, z) tmo+na wyzna- [B] Liang {-Y., Vhen L.-Z., Shi X.-»
cza4 numerycznie, a tak+e z wykorzy- Numerical analysis of composit
staniem metod hybrydowych na ba- piled raft with cushion subjected
zie wzoru (5) lub wykorzystujéc ukady to vertical load. Vomputers and dations under vertical load consi-
dynamiczne dyskretne o parametrach “eotechnics, 8003, 30(B), 553-5C3. o ; .
roz@o+onych przybli+aj&ce dany ukBddLunne P., Robertson P., Powell J.9€7ng nteraction € ects. Vom-
dynamiczny ci&gay. Vone penetration testing in geo- ~ PUters and “eotechnics, 8013, 57,
Otrzymane zale+no$ci mo+na wy- technical practice. Dlackie Acade- 15_'87- '
korzystywa4 do bada? symulacyjnych mic Q Professional, London, 1EE¥B]Pietrzak J., Rakowski ., Wrze-
i eksperymentalnych. 318. $niowski K. Macierzowa analiza
Wspomniane modele analogowdF] Meyer Z. Obliczenia in+ynierskie konstrukcji. Pa?stwowe Wydaw-
mo+na wykorzystywa4 do okre$lania osiadania fundament2w. ZAPOL nictwa Naukowe, Warszawa-Po-
awaryjno$ci, niezawodno$ci syste- Publishing, Szczecin, 8018. zna?, 1E7E, 3C7.
m2w transportowych, ich element2w[E] Mieloszyk \., Milewska A., Abrafd-7]PKP Polskie Linie Kolejowe S.A. Wa-
oraz wykorzysta4 do planowania ich ski M. Pale V{{RPT i ich zastoso- runki techniczne utrzymania pod-
napraw bie+&cych i gg2wnych. wanie w budowlach/obiektach  torza kolejowego. 1d-3, Zag&cznik
Analiz' problemu dodatkowo kom- 0 shore (maszynopis). do zarz&dzenia Nr E/800E Zarz&du
plikuje wzajemne oddziagywanie pdl0]Mieloszyk \. Application of non- PKP Polskie Linie Kolejowe S.A. z
szczeg2lnych element2w konstrukeji, -classical operational calculus to  dnia 5 maja 800E r., PKP Polskie Li-
przykgadowo nawierzchni kolejowej, solving some boundary value nje Kolejowe S.A. Ventrala - Diuro
podtorza z geosyntetykami i podgo+a Problem. Integral Transforms and  Gr2g Kolejowych, 800E.
gruntowego. Wyj$ciem z tej sytuacji Special {unctions, 8000, E(5), 8FAF]Randolph M.{, Vlancy P. An appro-

gation of the vehicle * rail interac-
tion. Third International Vonferen-
ce on Tra}c \'ects On Structures
and \nvironment - T\S\©E5, ol. 1,
" Sept. 1EES.
1C]Nguyen G.G.V, Jo S.-D., Kim, G.-S
Gesign method of piled-raft foun-

jest wykorzystanie ukgad2w analogo- 85_8- _ ximate analysis procedure for pi-
wych i zast'pczych. [11]Mieloszyk \., “rulkowski S. "ene- o4 ratt foundations. International

ralized Taylor formula and shell 55,101 for Numerical and Analy-
Materiagy !r"dgowe structures for the analysis of the .. Methods in reomechanics,

interaction between geosythe-

[1] American Petroleum Institute. API tics and engineering structures ol
BC3. Tank inspection, repair, altre- transportation lines. W: Pietras
nation and reconstruction. Wa-  kiewicz W., Witkowski W. (red.)

1EE3, 17(18), F5E-FBE.
1E]Wigun Z. Zarys geotechniki. Wy-
- dawnictwa Komunikacji i é&czno-
$ci, Warszawa, 800C, 785.

shington, 800C. Shell Structures: Theory and Ap- .

[8] Dittner R. Operational calculus in plications, vol. 5, Taylor Q {ranc ’O]Woldrlngh R'.{" New.D. M. Am-
linear spaces. Studia Mathematica, Londyn, 801F, CB1-CB5. bapkment deS|gn. for high spe_eql
1EBL, 80(1), 1-1F. [18]Mieloszyk \., Milewska A., Arul- trains on soft soils. Darends i in.

[3] Hall L. Simulations and analyses of kowski S. \lastic waves in the ra- ("€d:) “eotechnical engineering
train - induced ground vibrations.  ilroad track substructures and jts for transportation infrastructure,
A comparative study of two- and  surroundings analyzed with non- ~Dalkema, Rotterdam, 1EEE.
three-dimensional  calculations  -classical operational methodsl81] Yamashita K., Yamada T., Hamada
with actual measurements (Gis- Cth International Vonference on J. Investigation of settlement and
sertation). Givision of Soil Q Rock Road and Rail Infrastructure, W: load sharing on piled rafts by mo-
Mechanics, Gepartment of Vivil Q Stjepan Lakusi4 (red.) Road and nitoring full-scale structures. Soils
\nvironmental \ngineering, Roy- rail infrastructure _, Gepartment and {oundations, 8011, C1(3), C13-
al Institute of Technology, Stoc- of Transportation, {aculty of Vivil C38.

17
111/12019 Erzegl d!'komunikacyjny
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Vibrations!of!the!lplate!with!elastic!core!restingpion!the!\\
foundation!caused!by!a!moving!oscillator
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r\,\;_ & \
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Streszczenie:W pracy rozwa+ana jest konstrukcja skgadaj&ca si' z dw2ch pgyt Kirchho a pog&czonych warstw& wypegnienia spr'-
Winklera. Ukgad pgyt spoczywa na podgo+u Winklera i obci&+ony jest jednomasowym oscylatorem lepkospr'+ystym, poruszaj&cy
stag& pr'dko$ci& po g2rnej pgycie, r2wnolegleldege z bok2w. Analizowane s& drgania wymuszaganii swobodne pgyt oraz oscy-
latora. W przypadku tak zgo+onego ukgadu ru@spepgtsany dwoma sprz'+onymi r2wnaniami r2+niczkowvyb jednym r2wnaniem
r2+niczkowym zawy+onego rz'du. Ponadto ze wzgl'dehmarakter ruchomego obci&+enia (obci&+enie inejegjiwnania te maj& zmien-

ne, zale+ne od czasu wsp2gczynniki. Otrzymane rozwidistroavano przykgadami obliczeniowymi.

Sgowa kluczowdrgania pgyty z wypegnieniem spr!"ystym; Podgo"e Winklera; Ruchomy oscylator

Abstract: In the paper a structure consisting of two Kirchplates connected by an elastic Winkler layer is considered. The structure rest:
on the Winkler foundation and is subjected to a one-mass visco-elastic oscillator, moving at a constant speed on the upper plate, pa
to one of the plate sides. {orced and free vibrations of the plates and the oscillator are analysed. In the case of such a complex syst
bration of the plates is described by two couplé@mntial equations, or one di"erential equation with elevated onmdexddition, due

to the nature of the moving load (inertial loadgsta equations have variable, time-dependent cag}ts. The solutions are illustrated by
numerical examples.

Keywords:Vibration of plate with elastic core; Winkler foundatiog; ddoillator

Konstrukcje warstwowe, a szczeg3bgyty pog&czone warstw& wypganomasowym oscylatorem lepko-
nie pgyty, maj& szerokie zastosowéenia spr'+ystego Winklera. Omaspr'+ystym poruszaj&cym si' ze stag&
nie w budownictwie drogowym, wiany ukgad spoczywa na podgopitdko$ci& po g2rnej pgycie, r2wno-
mostowym oraz lotniskowym. WWinklera. Konstrukcja obci&+ona jésgle do osk (rysl1). W pracy prze-
literaturze istnieje wiele prac doty-
cz&cych zagadnie? belek oraz pgyt
warstwowych. W skgad tych opra-
cowa? wchodz& zar2wno mono-
gra®e, prace przegl&dowe jak i ory-
ginalne rozprawy naukowe. Delki i
pogyty warstwowe s& przedmiotem
analizy mi'dzy innymi prac [1-10].
Analizowane w nich s& zagadnienia
obci&+e? ruchomych, umiarkowanie
du+ych ugi'4, wpgywy termiczne,
wpgywy podgo+a spr'+ystego, nieli-
niowo$4 ®zyczna materiagu i inne.
Velem niniejszej pracy jest przed-

stawienie analizy dynamicznej pgy- Yo 1
ty warstwowej, spoczywaj&cej na b >
podgo+u odksztagcalnym pod ob- z, W, W,

¥

ci&+eniem ruchomym oscylatorem #
jednomasowym. Rozwa+amy dwié Schemat dynamiczny ukgadu pgyty = podgo"e spr!"yatebdii#ikleego ruchomym oscylato-
) rem jednomasowym
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analizowano drgania wymuszong2rnej pgyty opisuje wsp2grz'dma kowymi czwartego rz'du ze wzgl'-
oraz drgania swobodne ukgadu pgydwierzchni $rodkowej dolnej pgydu na zmienne geometryczneiy

i oscylatora. ty wsp2grz'dnaw,, a ugi‘cie masy oraz drugiego ze wzgl'du na czas
oscylatora wsp2grz'dive R2wnania te s& ze sob& sprz'+one.
R"wnania ruchu oscylatora oraz Ruch drgaj&cy ukgadu pgyta war-

ukgadu pgyt na podgo#u Winklera stwowa + oscylator jednomasowy, liRozwi$zanie r‘wna% ruchu
przypadku gdy oscylator porusza spgyt obci$#onych ruchomym

Rozwa+amy mage drgania prostoe pgycie r2wnolegle do asiopisu- oscylatorem

k&tnej poyty skgadaj&cej si' z trzg&h2wnania r2+niczkowe (1).

warstw, spoczywaj&cej na podgo+uW powy+szych wzoradlit) jest Sprz'+one r2wnania r2+niczkowe ru-

Winklera o wsp2gczynniku spr'+yaciskiem dynamicznym ruchomeehu g2rnej i dolnej pagyty (1) mo+na

sto$cic (rysl). Warstw' g2rn& i dol-go oscylatora jednomasowego naprowadzi4 do dw2ch niezale+nych

n& stanowi& jednorodne, spr'+yst@oyt'. r2zwna? z jedn& niewiadonvg lub

cienkie pgyty Kirchho’a o grubo$ci Pochodna materialna w r2wnaw,. Niewiadome ugi‘ciav, i w, po-

h, orazh, R2wnomiernie rozgo+onaiach (1), w przypadku stagej pr'dkevi&zane s& zale+no$ci& wynikaj&cé& z

masy jednostkowe i sztywno$ci tyclici oscylatora, okre$lona jest nastrzegiego z r2wna? (1):

pgyt wynosz& odpowiednimo, i D, puj&cym wzorem:

. 0 4" . '
orazm, i D, Poyty pog&czone s& ze (2, _ 2, 5 2., 2,1 Q&:;éh/— 2.1 (&+
- . : — -, to—~ 8) $ !
sob& wypegnieniem spr'+ystym Win- (& & (
klera o wsp2g@czynniku spr'+ysté$ci ) 6. L 5. 2.1 (4
Wypegnienie przenosi tylko $ciskafierwsze z rawna? (1) jest rawna-== (2.1 (&+=r—=——=#3)

lub rozci&ganie. Obci&+enie ukgdd§M lepkospr+ystego oscylatora
stanowi ruchomy oscylator jednoJ?dnomasowego WZgI'dem POBO+ey\ykorzystuj&c (8) w pierwszym r2w-
masowy 0 masi®l, poruszaj&cy si' Nid r2wnowagi statycznej. Zwi&zekaniu (1) oraz podstawiaj&c (3) do
po powierzchni g2rnej payty, rowt8) wykorzystano w r2wnaniu I’UChlgHWZCh pierwszych r2wna? (1) otrzy-
nolegle do osk ze stag& pr-dko$ci&)scylatora. R2+niczkowe r2wnanigujemy ukgad dw2ch r2wna? opisu-
v. Ugi'cie powierzchni $rodkowej’uchu (1) rozwa+anego l{kﬂé_ldu rz%cy ruch oscylatora oraz dolnej payty
warstwowego s& r2wnaniami cz&sjy nast'puj&cej postaci (5).
R2wnanie opisuj&ce drgania dol-
(2 (2 (2. nej pgyty (plest r2wnaniem r2+nicz-
9 ~—+/ ——16/ b -2,"= 1 kowym 2smego rz'du i pozostaje
(& s &( 0 sprz'gni'te z r2wnaniem oscylatora

" (2, "(e&" " " " (5), kt2re jest rz'du pi&tego.
I A S S Tgl 2 (e tlcg 1t #(1) :
6.(2.f ta%s, (& Pgolei=2 SRy (& Rozwi&zania ukgadu r2wna? (5)
) (C2.1'(&" . . ) poszukujemy metod& rozdzielenia
6.(2.'(&"%5. @ (a2 (R a2 (RS zmiennych {ouriera zakgadaj&c roz-
gdzie: wi&zanie w postaci podw2jnego sze-
0 ton regu:
&= ;!820!'-3&0!(-(":#/438-9(—?0!'-3&0!(-("'# ?, N ,
$ (& 2.1 (&= x5 l&) 5 )+ (H(C)
5=1"=1
" " | n gdZ|e
9 ((TeZ.LH <((i #!iﬂdl 02“56—"!/ $?£i§/05;%+& f (t) = nieznana funkcja czasu.
( 1
Moo4m 2.6, 412, 5. 2.4 Nast'pnie stosujemy algorytm or-
+3; T 2.—?‘/9—8#0, togonalizacyjny do rozwi&zania
" 1 r2zwna? ruchu oscylatora i pgyty
o 52 M +f"% 69,5 2 +) uwzgl'dniaj&c tylko jeden wyraz po-
( 731 P T &y (4) dw2jnego szeregun =n = 1. R2w-
$ nania ruchu oscylatora i g2rnej pgyty
66 1 | v ox g . W postaci bezwymiarowej zapisuje-
2 sl 4 265+ 6. # e——dp # G — I+ my w spos2b (B):
/ e s 7 1?}* of® 0 gdzie
4] +!_"%- + N b= : =%/ff/=(7 + wsp2grz'dne bezwy-
] 131 %" 0 $ % '$ miarowe,
* 2 =¥ +ugi'cie statyczne oscylatora,

=& & —_+$(' I$ HE-x L H#
$0
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o 1&g s / ,.."(#+),,_+/... "(#+% o

e el b T @) 10 &) "Zf‘ #
+ ugilcie statyczne "rodka dolnej=g&+ _,')" ) & ol P . & +% ,7—/ u ( +
poyty, wywogane cil#arem oscylato- Y ?&%+ “ I &%g )& a °1( %
4, . _ +)_+l +!_ +#_ [y" + & / '11"(#+
g,,( ) £ bezwymiarowe ugi'cie dol- &) 31 % % b o /I (
nej payty, . . L # & .
g() * bezwymiarowe przemlesz—+—§‘1+(y—0+—%%l c@))—p& &(+% &+&( o, " (# - (6)

czenie pionowe magyl oscylatora,

0"  oL" | " n
%l: 47 +§7| . /.-11 (#+ %+ 1|| " ) / T 11 (#+
—

1§, T VP

$ TEREFE B AR T
Otrzymany bezwymiarowy ukgad %k | uu | " ) i
r$wna% ruchu oscylatora i dolnef - fol o/le"+?#1?gl+o—'%# « o+ )" H= $
poyty jest ukgadem r$#niczkowycﬂ 1 0% % + 1

r$wna% zwyczajnych czwartego rz!- 1 1%+&+&( &+&) ! , &) o/ .."(#
du o zmiennych wsp$aczynnikach &« y & T%

J &
z niewiadomymi funkcjamgy() i g
9,,( ). Rozwi&zanie tego ukgadu ofggcylator znajduje si! na pgycie tzn.W rozwa#anym zadaniu mo#na tak
wyniki gra®czne mo#na otrzyma’ Wrzypadku, gdy wsp$grz!dna bezwydobra' parametry materiagowe pgyt,
prosty spos$b, np. korzystaj&c z preriarowa zawiera si! w przedzialetteby pgyta g$rna nie miaga ugi!'. W
gramu MATHEMATICA. Wyznaczopa | 1 takim przypadku pgyta dolna jest ab-
funkcjag, ,( ) jest funkcj& ugilcia pay- po zjechaniu oscylatora z korsorberem mechanicznym drga% wy-
ty stanowi&cej doln& warstw! uk@atrukcji, przy! > 1 peyta wykonujemuszonych.
du trzywarstwowego. W celu uzygrgania swobodne. Drgania swo-
skania wykres$w ugil' g$rnej pgythodne "rodka dolnej peyty opisujrzykead obliczeniowy
nale#y po wyznaczeniu funkgji( ) wyra#enie:

&* "$#

powr$ci' do wsp$arzidneyv, (v}, Poniewa# rozwa#any ukgad r$wna%

a nastipnie korzystaj&c ze wzoru (3)- 5 (=5 = -1 08" i+ ruchu (6) jest ukgadem r$wna% ré#-
obliczy" funkcj! w, (y}. Ugilcie niczkowych, liniowym, czwartego
g$rmej warstwy payw, (y) mo#na +/, &+’ ¥+- (&' %/ &+’ .85 rz21du, o zmiennych wsp$eczynni-
réwnie# przedstawi' w formie bez- kach, zostag rozwi&zany numerycznie
wymiarowej, wprowadzaj&c wsp$e- (7) przy pomocy programu Mathemati-

rzldne bezwymiarowe orazg,(), W r$wnaniu (7),Vi" *s& cz!sto- ca. Do oblicze% przyjlto nast!puj&ce
przy czym funkcjg, () nale#ty od- "ciami drga% wegasnych dolnej paygane liczbowe:

nie™ do ugilcia statycznego dolnej cup_ [1-41 10 - wymiary pgyt w planexb =

poyty, wywoganego $izrzygo#o- e P ®) 5,00m x 7,00m,

n& do g$rnej warstwy ukgadu. Ces 1441 <10 - grubo™ g$rnej payti, = 0,18m,
Rozwi&zanie ukgadu trzech r$w- wo - modug sprl#ysto"ci g$rnej payty

na% ruchu sprowadzigo si! zatem ie: E = 38600 MPa,

rozwi&zania ukgadu dw$ch r$wnado - masa przypadaj&ca na jednostk!

r$#niczkowych $smego rzldu ze,_. % l"#‘; 4 He g +7!#% ! powierzchni g$rnej payty, =

wzgl!ldu na zmienne geometryczne i % ?1 %)+ 4500kg/n3,

X iy oraz czwartego ze wzgl'du na  _#i# g % % e, "% N wsp$aczynnik Poissona g$rnej
czast. Wyznaczenie ugi!' obu pgyt .~ " @S‘ll % payty = 0,167,

oraz przemieszczenia pioNOWedR o watana poyta jest zatem ukga-9rubo™ dolnej pagyt, = 0,20m,
masy oscylatora mo#liwe jest r$wyem dwumodalnym. Z r$wna% (8) modug spri#ysto"ci dolnej pgyty
nie# poprzez rozwi&zanie ukzaquika’ #e drgania wgasne istniej&,§=23loo MPa,

trzech cz&stkowych r$wna% r$#nic§dy spegniony jest waruntk> 48 © Masa jednostkowa dolnej pgyty

kowych czwartego rz!du ze wzgl!-\y przypadku® = 4B otrzymujemy m, = 4000kg/m,
du na zmiennex i y oraz drugiego godatkowe pasmo drga% wgasnych wsp$aczynnik Poissona dolnej

rzldu ze wzglldu na czat R$wna- 4 c7isto"ci payty, = 0,167,

nia te s& ze sob& sprz'#one. e 1 - wsp$gczynnik sprl#ysto“ci pod-
Om3$wione powy#ej rozwi&zania " =\f$ ©) go#a Winkleca= 110MN/m,

obowi&zuj& wtedy, gdy ruchomy - masa resorowana oscylata
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11723kg,
wsp$aczynnik tgumienia oscyla-
tora$, = 40kNs/m,

wsp$gczynnik sprl#ysto'ci oscy- o
latorak, = 2000kN/m, 0.
wsp$aczynnik sprl#ysto'ci wy-
pegnienia Winkleka= 1100MN/ 0.
m3,
0.
Wyniki  zilustrowano  wykresami

przedstawionymi na rysunkaehs.
Na rysunkacR-4 pokazano ugilcia
g$rnej i dolnej poyty we wsp$arz!d-
nych bezwymiarowych przy prld-
ko"ci oscylatorav = 50km/h,v =
100km/h v = 150km/h. Rysunkii 6
ilustruj& odpowiednio wpgyw pr!d-

ko"ci i wsp$gczynnika spri#ysto'ci 0.2

podgo#a oscylatora na jego na prze-

mieszczenie pionowe masy Nato- 0.4
miast na rysunkach i 8 pokazano 0.6
wpgyw wsp$gczynnika sprl#ysto“ci

podgo#a na ugilcie "rodka g$rnej i .8
dolnej payty. 1
Whnioski L2

Otrzymany ukgad dw$ch bezwymia-

W Wy

\ $

2.Ugi%cie!&rodkalpgytylwarstwowejlobci'(onejloscylateseajipon!si%!z!proodko&ei'!50tkm/h,!

0 * I* 1l+!drganialwymuszong,L!+!drganialswobodne

NN\ [°
0.2 0.4 0.6 0.8 \/2 3\/1 N
7~
| /
\‘-A\ i
\ {4
\ g
\‘ h
NS\ dolna plyta
7/ \\//
gorna plyta
Wy
4 $

rowych réwna% ruchu (6) jest ukga_S.!Ugi%cie!&rodka!pﬁyty!warstwowej!obci'(onej!oscwmmm]'\q;ym!si%!z!pr%dko&ci'!100!km/h,!

dem zwyczajnych, liniowych r$wna%

r$#niczkowych czwartego rz!du o -0.25
zmiennych wsp$gczynnikach. Jako
rozwi&zanie otrzymujemy bezwy-
miarowe wyra#eniag( ) i 9,,() 0.25
opisuj&ce odpowiednio przemiesz-
czenie pionowe oscylatora i ugilcie 0.5
dolnej pgyty. Maj&c rozwi&zanie r$w- 0.75
na% (6) mo#na wyznaczy' ugilcie 1

g$rnej payty korzystaj&c z zale#no'ci

(3). Przedstawione w pracy wyniki 1
mo#na otrzyma' r$wnie# rozwi&zu-

j&c ukgad trzech r$wna% r$#niczko-

wych czwartego rz!du, sprz!#onych
ze sob&.

SV

0 * I* 1l+!drganialwymuszong,L!+!drganialswobodne

AWANE:
0.28 0.5 @.98 f1 V5 18\5/ o
\ ~=
\\ /4
D\ /i dolna plyta
N/ gbrna plyta
\\//
W/ Wt
$

4.Ugi%cie!&rodka!pgyty!warstwowejlobci'(onejloscylatseajipon!si%!z!préedko&ci'l 150 km/h,!

0 * I* 1l+!drganialwymuszong,l!+!drganialswobodne

t L P

PN

: :/ N < £

HT I A /'\

T N Y . LI
NN D €A ST
SNy 4 g .;’,/

3 Y] \
1\ A v=200km/h
U
i
: ;\ v =100 km/h
' v =50 km/h
W/ Wyt
 / $

5.!\Wpgyw!prédko&ciloscylatoralnaljego!przemieszcaenie!piono

Analizowany ukgad pgyt jest ukga- -0.001
dem dwumodalnym. Istnieje mo#li-
wo" takiego dobrania parametr$w -0.0005
mechanicznych  konstrukcji, aby
ugilcia g$rnej payty, po kt$rej poru-
sza si! obci&#enie bygy zerowe. Takie

: . : 0.0005

przypadki, stanowi&ce mechanicz-
ne tgumiki drga%, bygy przedmiotem 0.001
opracowa% mildzy innymi Onisz-
czuka [5]. 0.0015

111/12019
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~0.0005 J %
2%
-0.00025 N
N % n g [5]
N\ £2 XA w7 8T 10
0.00025 | W\Af ]
2 1 ot
0.0005 | N4 =2
0.00075 | % A Nke=5 [6]
0001 k/c=10
w/wW
v st $

6.'Wpgayw!wsp)gczynnikalsprés(ysto&ci'podgo(alc!natprietpiespave!masy!M!oscylatora!
poruszaj'cego!si%!z!préodko&ci'lv!=1100'km/h,!przy!stapeppwmoagnnika!spréo(ysto&ci! [7]
wypegnienialk!=!1100MN/m

. AL E
\;.;“0.2 0.4 0.6 0.8 j \j&V&\,&
\“" ."' v’
0.5 v g
\‘.‘ — 8
A\ ,"'/ - k/c = 2 [ ]
1 X7 il
8 e ,',/ -—==klc=5
\\ 7~ \,('/
4 S mspwsey k'ec=10
1.5
WW (9]
\ / $

ped sandwich beam with arbi-
trary boundary conditions. Jour-
nal of Sound and Vibration, 1969,
10, pp. 163-175.

Oniszczuk Z. Analiza drga% zgo#o-
nych ukgad$w ci&geych z wilza-
mi spri#ystymi. O®cyna Wydaw-
nicza Politechniki Rzeszowskiej,
Rzesz$w 1997.

Rao D.K. Forced vibrations of a
damped sandwich beam subjec-
ted to moving forces. Journal of
Sound and Vibration, 1977, 54 (2),
pp. 215-227.

Szcze"niak W. Drgania pgyty ze-
spolonej z wypegnieniem Win-
klera wywogane ruchomé& sig&
skupion& Ksilga Konferencyjna
Seminarium Polsko-Rosyjskiego,
Teoretyczne Podstawy Budow-
nictwa, Moskwa 1996, str. 122-
137.

Szcze"niak W. Drgania belki san-
dwiczowej pod wpgywem rucho-
mego obci&#enia skupionego.
Prace Naukowe PW, Budownic-
two, z. 132, 1998, str. 111-151.
Szcze'niak W. Drgania pgyty
sandwiczowej pod wpgywem

7.\Wpgyw!wsp)gczynnikalsprob(ysto&cilpodzotatidhatadkalg)rejlpayty, Iprosdko&*Ivi=1150knithomego obci&#enia beziner-

wsp)aczynnik!spryo(ysto&cilwypegnienialk!=11L00MN/m

cyjnego. Prace Naukowe PW, Bu-
downictwo, z. 132, 1998, str. 153-

~ 172.
-0.2 N A [10] +<?@GQX Y.+,
AT AR O ok
£ AN e » \272Q_"gXQ? g ?XQ|Q}-€.
. 0.2 0.4 0.6 0.8 ¥ AT =LY
0.2 | \ s \71 ‘V U‘-‘ GQ,|@-qf Ne.?,Q %€,
\\ / QMQMNQ...€, s, @?27Nge ?
0.4 | & ¥ te?7Gqt "@...Q,sq" e o1.
0.6 | \\- ¥ +Q| € <?27Q_gXQ?'g X
2 n | \ ‘ :,';, kKc=2 f_V)A;VQqA.,Q_ i.’i@.qG.' %os}.
1 \ 20 A ---- kic=5 S.S. «Q,Q%ge, EI@N g™ @" ...Q
‘ WA\ 28,QQ e {27X<, «Q? :
g a | ORYS smiwews /e =10 Q0" {?7X<, *Q?GX@ 1965
W/ W
\4 $

8.!'Wpgyw!wsp)gczynnika!spr¥s(ysto&ci'podgo(a!c! nakeidetieifayty, | préodko&*vI=1150'km/h,!

wsp)gczynnik!sprdo(ysto&cilwypegnienialk!=11.00MN/m

Materiagy !r"dgowe szawa 2003, str. 261-268.
[2] Fryba L. Vibration of solids and
[1] Ataman M. Analiza drga% belki structures under moving loads.
warstwowej na podgo#u Winklera Academia, Prague 1999.
obci&#onej ruchomym oscylatof3] Hoop T. Konstrukcje warstwowe.
rem. Ksi'ga Konferencyjna 11-go  Arkady, Warszawa 1980.
Seminarium  Polsko-Ukrai%skig Mead D.J., Markus S. The forced

go, Theoretical Foundations of vibration of a three-layer, dam-
Civil Engineering, OWPW, War-
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Zmianalwi"z#w!wl!linowych!strukturach!przegt

Changeloflconstraintslin!rope!articulated!structures

Wacgaw Szcze!niak Magdalena Ataman
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StreszczenieW pracy przeanalizowano cztery przykgadowe pgagkirizenne ukgady materialne, w kt$rych naghé!tascz!™ wi!-

z$w. Analizowano prost& struktur! skgadaj&c& si! z dw$ch lin i punktu materialnego, struktur! przestrzenn& zgo#on& z trzech niewa#
punktu materialnego, belk! podwieszon& na dws$ch linach oraz tarcz! kogow& r$wnie# podwieszon& na dw$ch linach. We wszystkich
padkach nagle przeci'to jedn& z lin. Rozwi&zania uzyskano metod& analityczn&, wykorzystuj&c wgasno"ci chwilowego "rodka przysj
Uzyskane wyniki zilustrowano wykresami przyspiesze8pjgsze% k&towych i sig dziagaj&cych w rozwa#anych ukgadach

Sgowa kluczowkStruktury!przegubowe;!Zmianalwi%z)w;!Chwilowy!&rodek!przyspieszenia

Abstract: In the paper four examples of two-dimensional and three-dimensional material systems, in which some of constraints w
suddenly removed, are analyzed. A simple structure consisting of two ropes and a particle, a spatial structure consisting of three weig
ropes and a particle, and a beam suspended on two ropes and a circular shield, also suspended on two ropes, were analyzed.. In all ca
of the ropes was suddenly cut. Solutions were obtained by the analytical method, using the properties of the instantaneous center of a
leration. The obtained results are illustratedidgrdms of accelerations, angular accelerationgoaoels acting in the considered systems.

KeywordstArticulated!structures;!Change!of!constraints;!lesiasteenter!oflacceleration

Nagga zmiana wi'z$w w konstrulprzypadkach chwilowy "rodek obroterialnego o cil#arz&). Zgodnie z
cjach budowlanych cz!sto prowadzitu (pr!dko"ci) pokrywa si! z chwilo- oznaczeniami na rysunidj z r$w-

do stan$w awaryjnych i katastrowym "rodkiem przyspieszenia. na% kinetostatyki w!zga C znajduje-
falnych obiekt$w in#ynierskich [3]. my sigh,  w nie przeciltym pricie:
Przedmiotem rozwa#a% w niniejsZ8pgga zmiana wi#z"w punktu

pracy s& pgaskie i przestrzenne ukgeterialnego podwieszonego &4.=" ., 3, 08% £+O& W& *3!% >

dy materialne. Rozwi&zano cztena dw"ch oraz na trzech linach ’ ' $ %
przykgadowe struktury, w kt$rych na- 2 + |

gle usunilto cz!" wilz$w. W chwili Rozwa#my pgask& struktur! pokaza- 3= W'fsjl .—&+:*#% (2)

pocz&tkowej+= (%, tu# po zmianie n& na rysunkd, z punktem mate-
wilz$w, wyznaczono przyspieszerialnym C o cil#arz€. Pocz&tkowo $
nia, a tak#e ukgad wszystkich realmjzed usunilciem wilz$w) sigy w
zewnltrznych oraz sig wewnltrznyclobu linach s& jednakowe. Wyznacza-
w nierozci&gliwych linach. Zadanimy je z rdwnowagi statycznej w!zga
rozwi&zano metod& analityczn& k& mamy r$wnanie, z kt$rego wyzna-
rzystaj&c z wgasno'ci chwilowegzymy statyczne sigy wewnltrzne
"rodka przyspiesze% [10-15]. Nalgé&gtnakowe w obu pr!tach:

podkre"li', #e w chwili+= O w ukga- )

dzie nie wystlpuj& jeszcze #adne 3.,(0&* =2 , 3y = ()&*% 1)
prl'dko"ci i prldko"ci k&towe, nato- 0
miast s& ju# przyspieszenia oraz Jig# po przecilciu linki AC w ukgadzie $
zewnltrzne i wewnltrzne w osgabio-nie ma jeszcze pr!dko"ci, natomiast 1.1Schematistatycznylpgaskiejistrukturylprzed!
nym ukgadzie materialnym. W taki@st ju# przyspieszeragounktu ma- przeci%ciem!linki! AC

oo
Sstat
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2_42_ (2 @)2
H=a (32b2

H=-13a2 _ 4p2

3
{3a2 — 4b?

H _ y3a® - 4b°
a al3

CoSy =
ZFZ =0

3XstatcOSY = mg

mg
Xstat = 3cosy

Xeo =l alB
Stat 3 gm

Q=mg

$

2.!Schemat!d$amiczny!pﬂaskiej!struktury!po!przeci%ciu!Iinki!AC 4.\Przestrzennalstruktura!pr¥%towa!przed!przeci%&em!linki!B

| Qdyn
n =
Qstat

2,0

1,5

1,0

0,5

1

1,0

0,5

1,5

3.IWykres!wsp)gczynnikaldynamicznego!czylilfunkciilinwrste (no&cilod!k'tal40, 2/4>

Przyspieszenia wyznaczymy, wy-

korzystuj&c r$wnanie kinetostatyki & ,=" , 25&+* |2—+=5
sumy moment$w  wszystkich sig
wzglldem punktu B (rys2) pozio- , £ '&+* 8
mego stropu w chwili+= 07
&4,=" 8.0& % 2 8= 2_
! Lo ’ 08 % .0& %
|
9 =+ -u— £ SESN - 0& %3:£\/+ 1 ,-0%
$- e . + .+
o Lo,
&0 /7._'_ 1
|
&4,=" .  1,0& %" 0& "~ %/0 , p0&F:% &+E . -
14 —
&+, = , = ’\/'7 <=y + -1, - ()&%:Q_:L#
< A+ - + A
1 4. =
& :" 1 " _l *_";< 1 ; = ’ $
45 . . /=i+ - ;
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Stosunek sigy dynamicznej w lince BC
do sigy statycznej w tej lince znajdu-
jemy w nast!puj&cy spos$b:

3/2, - lt)& *##$
340

6= @)
Wykres funkcjn = n(-), przy-!e
«0,2/4> pokazano na rysunid.
Rozpatrzymy teraz struktur! prze-
strzenn& zgo#on& z trzech linek, za-
mocowanych przegubowo w sztyw-
nym poziomym stropie w punktach

A, Bi C, a zbiegaj&cych si! do punktu

S, w kt$rym podwieszono punkt ma-

terialny o masien. Liny maj& jedna-

kow& dgugo'sg, za" punkty A, Bi C

s& wierzchogkami tr§jk&ta r$wno-
(3)bocznego o zadanej deugo”ci boku
réwnej D, jak na rysunkd. Ukgad
pozostaje w r$wnowadze w polu
grawitacyjnym ziemskim. W pewnej
chwili przeci'to raptownie link! SB.
Wyznaczymy stosunek sigy dyna-
micznej do sigy statycznej w ka#dej
nieprzeciltej lice.

Zgodnie z oznaczeniami na ry-
sunku4, w przypadku statycznym, z
uwagi na symetri! ukgadu wzgl'dem
osi pionowej, przechodz&cej przez
punkt S, sigy od obci&#enia statycz-
nego w trzech linach s& jednakowe
i mo#emy je wyznaczy' z r$wnania
réwnowagi (5) wyciltego w!zga S:

Po raptownym przeci!ciu linki BS,
zgodnie z oznaczeniami na rysunku
5, ukgad sig w w!‘le S ulega zmianie.

11!/12019
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Brak jest jeszcze pr!dko"ci w uke#iar punktu materialneg® = m!g wgadno"cB Mamy zatem r$wnanie
dzie, natomiast wyst!puje ju# przySuma rzut$w miar sig na pionow& (7). Wstawiaj&c terpzco§ sir® do
spieszenie punktu materialnego @ymetrii prowadzi do nast!puj&cega$wnania r$wnowagi kineto-stycz-
masiem, kt$re b!dziemy oznacza' rdwnania rdwnowagi kinetostatycznej (6)2 otrzymamy jedno r$wnanie
literk&p. Pozorna siga bezwgadnohdj (r$wnanie 6): Z niewiadomé& siz@n, wyst!puj&c&
d’AlembertaB = m!p jest prostopa- Brakuj&ce we wzorach (5) i (8)ka#dej z pozostagych dw$ch linek,
doga do wysoko"bi tr$jk&ta ACS. Wprzyspieszenip wyznaczymy z r$w-a zatem:
wlle S wystlpuj& teraz cztery sigyrania kinetostatyki sumy momen-

Jr

dwie sigy, w pozostagych dw$cht$w wzglldem osi AC prostopadgej:, — SLEREE ' w
linach, siga bezwgadn®'oraz ci!- do wysoko"ch i do wektora sigy bez- . SRR
ot L, (8)
" " 2, = 1]
=t - # = (8/$$(B- # = /8= —- '8 = - N e
" $(8 " ' ' (11) lloraz sigy dynamiczngj do sigy
A R = # 8 (8=", (8- # statycznejX , w lince jest nast!pu-
‘ j&cy:
.- ' 0&/ ) e " & /H 6= é’z’ = ',T+ a ##SS 9)
C&/( Y &Y T 6+.(08& &0 o
_ 7T 0&/ __ "0 . W szczeg$inym przypadku, jel'l=
5'6+.0& /# 6 +0& / 12) 2p, odpowied' (9) daje = 4/3 .
n +
s =y +#- 4 :()4&7# Belka podwieszona na linach
G 18 /Qf 4 o Niech pozioma belka AB o masie
=g =0 &Y% =— 1 (13) M i deugo’cil2wisi na dwsch nie-
1 1 = 1”3 rozci&gliwych linkach, zbiegaj&cych
si! w punkcie O. W pewnej chwili
( =& # L&t = &$ przeci'to nagle link! DB. Zadaniem
_ . . _ naszym b!dzie wyznaczenie skgado-
(=& 4 0 e &%= &3 (14) wych przyspieszenia "rodka bedki
) =& # T4 = &8 i a, przyspieszenia k&towego belki
gdzie: . oraz sigy dynamicziejv drugiej,
«f' nieprzeciltej lince FA, w chwili tu#
*opl o N _—y) =+ S+, Loy po przecilciu linki DB. Tak sformugo-
$% 0 % wane zadanie znajduje si! w zbiorze
zada% Mieszczerskiego [4], powt$-
" " rzone w zbiorze Antoniuka i Kie-
= S # S AR ?$ “ :--f$ drzy%skiego [1]. Pewne rozwi&zanie
N ' ' (15) tego zadania podano w pozycjach [5,
#=# # = ﬁ$ = 4 S VY, e ® 7,_10]. Zagafjnlenla zwi&zane z dyna-
v mik& omawianych ukgad$w znale"
mo#na r$wnie# w publikacjach [2, 6,
%o ()" g o % %,()"" 8, 9]. Metoda ro_zwi&zania ppdana w
$[+ i %)*+ " ! 0- ,0% "+ " )+ % [7] sprowadza si! dp L_mo#ema trzech
réwna% r$wnowagi kinetostatycznej
%% ,() "$,() ey Oy %R % ,() " (16) i dw$ch r$wna% geometrycznych
i $0 ()%"+\F)*+% 0 e 0% + ")y + % $ na wsp$erzldne "rodka belki, kt$-

re wyra#one przez dwa ké&ty obrotu
=J% U+$, s, =0 ! linki FA < i k&t obrotu belki dooko-
ga punktu A oznaczoryW efekcie
po dwukrotnym zr$#niczkowaniu i
.o " _1 5 .1 wyrugowaniu k&tas, otrzymuje si!
W= Tt Jres =% (A7) rgwnanie wilz$w, kire z trzema

25
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H = L{3a? = 47
i3
h=ya?-b?
h 2 _ b2
cosa =, cosa =
ZMAC =0 a a
H
cosf} =
_ 13a%— 4b?
gb3 cosp = 2_ 12
p= 3(6 -b )
3la?-b?)
ZFZ =0
mgbl3
" 3l@?-b?) 2Ygyncosy + Bcos(% - ﬁ) =mg

H_ 1 > 2
cosa =, a@Sa —4b

A

2Ygyncosy + Bsinf3 = mg

6. Schemat dynamiczny rozwa$anej belki sztywnej

' Il<$l :I$/ n $ ll$
. "4
0% | A+( +B*C
Y "8 5 >%
04 | (s
I &%
0."
0.2t .
‘ | | | | II) >I.>)@
0.25 05 0.5 ! 125 15 .

7. Bezwymiarowe Wykrexsyya#i N w funkcji k%ta "
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w belce sztywnej

podstawowymi r'wnaniami ruchu
prowadzi do rozwi"zania zadania.

Tutaj post"pimy nieco inaczej, bar-
dziej og'lnie, wykorzystuj"c wgasno-
#ci chwilowego #rodka przyspiesze$,
ktlry w pierwszej chwili po zerwaniu
pierwszej linki pokrywa si% z chwilo-
wym #rodkiem obrotu (pr%dko#ci).
Poza tym rozwi"zanie nasze b%dzie
waé&ne przy dowolnej warto#ci ks'ta
'<0,/2>, w ktlrym b%dzie zawarty
k"t". Zgodnie z oznaczeniami poka-
zanymi na rysunk@, trzy r'wnania
kinetostatyki w przyj%tym ukgadzie
wsp!agrz%dnych przy wprowadzeniu
zmiennego k"td' zapisujemy w na-
st%puj“cy spos!b:

(=& # H-&" = &%
(=& # 0 &% = &$
) 4=& # T4, = &8
(10)
gdzie:

e=lcos", J =1/3m 2

W pierwszych trzech rlwnaniach
(10) wyst%puj" cztery niewiadome
a,a, #iN. Brakuj'ce rlwnanie wi%-
z'w wyznaczymy z lematu Eulera
wykorzystuj'c wgasno#ci chwilowe-
go #rodka przyspieszenia S = Q, bo-
wiem w chwili tu& po przeci%ciu lin-
ki DB chwilowe pr%dko#ci belki i jej
chwilowa pr%dko#* k"towa s" r'wne
zeru. Zgodnie z oznaczeniami na ry-
sunkul mamy zatem rlwnanie (11).

Rozwi"zuj"c ukgad czterech rlw-
na$, w skgad kt!'rych wchodz" rlw-
nania kinetostatyki (10) i rl'wnanie
wi%z!w opisane ostatnim ze wzor!w
(11), otrzymujemy odpowiedzi (12).

Na rysunkd pokazano w spos!b
gra®czny odpowiedzi (12).

W przypadkd = /6 = 30+ odpo-
wiedzi (12) redukuj" si% do r'wna$
(13).

Tarcza kogowa podwieszona
na linach

Ostatnim zadaniem jest kogowa tar-

cza sztywna o0 masie cagkowitej
i promieniuR rlwnie& zawieszona
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na dw!ch nierozci"gliwych linkach,na$: (14) i (15) otrzymujemy odpo-
zbie&nych w przegubie, Otworz"- wiedzi (16.)

cych z pionow" osi" symetrii k"ty. W szczeg!lnym przypadKu= !/6
Odcinek A B niechaj b%dzie rlwny 30+ odpowiedzi (16) redukuj" si%
R W pewnym momencie przeci%tdo (17)

raptownie link% B i ukgad stag si% [13] ~ Szcze#niak W., Ataman M.
mechanizmem. Zgodnie z oznaczeMateriagy !r"dgowe Cztery wybrane zadania z dyna-
niami na rysunku 8 mamy wyznaczy* miki analitycznej. Theoretical Xo-
cztery wielko#ci trzy kinematyczne[1] Antoniuk E., Kiedrzy$ski A. Zada- undations of Civil Engineering.
jedn” dynamiczn'ax,ay,#iN. nia z mechaniki og'lnej. Dyna- Polish-\krainian-Lithuanian
Zadanie rozwi'zujemy bardzo mika. PWN, Warszawa 1959. Transactions 14, OW PW, Warsza-

podobnie jak trzy poprzednie. Trzf2] Karelitz G.B., Ormondroyd J., Gar-wa 20086, str. 363-372.
rlwnania ruchu kinetostatyki zapisu-  relts J.M. Problems in mechaniqg.4]  Szcze#niak W., Ataman M.
jemy standardowym sposobem: (14) Based on the original collection
Brakuj“ce r'wnanie wi%z!w wy-  of l.V. Mestchersky. The MACMIL-
znaczamy z lematu Eulera, wykorzy- LAN Comp. 1939. national Conference TANSCOMP,
stuj"c wgasno#ci chwilowego #rod8] Z. Mazurkiewicz, M. ;!rawski, Zakopane 2006, pp. 319-328
przyspieszenia, kt'ry w chwili tu& po Wpgyw naggej zmiany wi%z!w na A ’
przeci%ociu linki pokrywa si% z chwi- odksztagcenia ustrojlw spro& ol - Szczedniak W., Ataman _M'
lowym #rodkiem obrotu, bowiem  stych. Archiwum In&ynierii L"do- Sudden change of constraints in
wszystkie provdko#ci w takiej chwili s* wej 1962, z. 4 s. 439-447? E@ect ciclected suspended  structures.
rl'wne zeru. Zgodnie z oznaczeniami abrupt change of constraints on VIl R-S-P Seminar, Theoretical
na rysunku 8 mo&emy zapisa* zwi"z- deformations of elastic systems. Xoundation of Civil Engineering,
ki: (15). Bull. Acad. Pol. Sci. Ser. Sci. TechMATEC Web of Conferences 196,
Rozwi"zuj"c ukgad czterech rlw- 1962, Vol.10, No. 9, pp. 395-403. 01028 (2018).

Instantaneous change of con-
straints in mechanics. 10 th Inter-
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