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Szanowni P.T. Czytelnicy

Numer po!wi•cony jest w caøo!ci problemom dynamiki obiektƒw infrastruktury transportowej, gøƒwnie 

transportu szynowego. Autorzy pierwszego artykuøu przedstawiaj€ porƒwnanie dwƒch metod symu-

lacji drga„ ukøadu poci€g ± tor rƒ•ni€ce si• modelem kontaktu koøo ± szyna. W pierwszej metodzie za-

stosowano dwustronn€, odksztaøcaln€ wi•" kontaktow€ typu Hertz'a, w drugiej wi•" nieodksztaøcaln€. 

Stwierdzono, •e zast€pienie sztywnych wi•zi kontaktowych przez dwustronne wi•zi spr••yste Hertz'a 

nie ma istotnego wpøywu na symulacj• drga„ toru i ma niewielki wpøyw na symulacj• drga„ nadwozia 

pojazdu i wƒzka jezdnego. 

 W kolejnej publikacji przedstawiono porƒwnanie odpowiedzi dynamicznych mostƒw o rƒ•nych cha-

rakterystykach dynamicznych na quasi ± rzeczywiste obci€•enie ruchome. Poddano analizie rƒ•ne ukøa-

dy most ± tor ± poci€g poruszaj€cy si• z du•€ pr•dko!ci€. 

 Autorzy kolejnej publikacji przedstawili model oraz algorytm pozwalaj€cy na uwzgl•dnienie wspƒø-

pracy geosyntetykƒw z konstrukcjami in•ynierskimi. W nast•pnej publikacji Autorzy przedstawiaj€ roz-

wi€zanie modelu dwƒch pøyt Kirchho# a poø€czonych warstw€ wypeønienia spr••ystego Winklera. Ukøad 

ten spoczywa na podøo•u i obci€•ony jest jednomasowym oscylatorem lepkospr••ystym poruszaj€cym 

si• ze staø€ pr•dko!ci€ po gƒrnej pøycie. W kolejnej publikacji Autorzy omawiaj€ cztery przykøadowe pøa-

skie przestrzenne ukøady materialne w ktƒrych nagle usuni•to cz•!$ wi•zƒw. Autorzy podaj€ rozwi€za-

nie analityczne problemu. 

%ycz• naszym czytelnikom dobrej lektury.

 Redaktor Naczelny 

Prof. Antoni Szydøo
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Infrastruktura transportu szynowego

Dob•r modelu kontaktowego opisu-
j!cego styk koøa pojazdu kolejowego z 
szyn! stanowi jeden z podstawowych 
problem•w dynamiki obliczeniowej 
sprz•€onego ukøadu poci!g-tor. W li-
teraturze istnieje wiele teorii opisuj!-
cych zjawiska wyst•puj!ce w stre® e 
kontaktu koøa z szyn!. Prost! ich klasy-
® kacj•, opracowan! na podstawie zna-
nej pracy Kalkera [1], przedstawiono w 
monogra® i [2] z 1984 roku. Bazuje ona 
na podziale teorii kontaktu tocznego 
na kilka podkategorii. Pierwsza z nich 
to podziaø na teorie dokøadne i uprosz-
czone, gdzie teorie dokøadne bazuj! 
na zaøo€eniu, €e koøo i szyna w pobli€u 
powierzchni kontaktu s! traktowane 
jako p•øprzestrze# spr•€ysta, a zwi!zki 

konstytutywne wynikaj! z teorii spr•-
€ysto$ci. W teoriach uproszczonych 
stosuje si• parametry zale€ne jedynie 
od powierzchni kontaktu dw•ch ciaø, 
bez wprowadzania poj•cia p•øprze-
strzeni. W kolejnym podziale wyr•€-
nia si• teorie dynamiczne, w kt•rych 
uwzgl•dniane s! efekty bezwøadno-
$ciowe i teorie quasi-statyczne, w kt•-
rych te efekty s! pomijane. Najbardziej 
oczywistym podziaøem jest rozr•€nie-
nie teorii tr•jwymiarowych i dwuwy-
miarowych. W monogra® i Bosso i in. [3] 
z 2013 roku mo€na znale&" obszerny 
przegl!d wsp•øczesnych modeli kon-
taktowych, na og•ø bardzo zøo€onych i 
wykorzystuj!cych modelowanie MES. 
Przedstawiane tam modele znajduj! 

zastosowanie w zagadnieniach me-
chaniki pojazd•w kolejowych. 
 Zdecydowanie prostsze modele 
kontaktowe s! stosowane w symula-
cjach numerycznych drga# sprz•€one-
go ukøadu poci!g-tor, przeznaczonych 
do analiz dynamiki toru kolejowego. 
Zazwyczaj modelem kontaktu jest 
wtedy tzw. spr•€yna kontaktowa typu 
Hertz<a (ang. Hertzian spring) [4], [5], 
kt•ra jest najcz•$ciej traktowana jako 
wi•& dwustronna czyli przenosz!ca za-
r•wno $ciskanie jak i rozci!ganie. Przy 
du€ych pr•dko$ciach jazdy, dwustron-
ny model kontaktu odbiega znacznie 
od rzeczywisto$ci, poniewa€ pomija 
chwilowe odrywania zestaw•w ko-
øowych od szyn. Wi•& jednostronn!, 

Streszczenie: W pracy przedstawiono i por•wnano dwie metody symulacji drga# ukøadu poci!g-tor, r•€ni!ce si• modelem kontaktu koøo-
-szyna. W pierwszej metodzie zastosowano dwustronn!, odksztaøcaln! wi•& kontaktow! typu Hertz<a, w drugiej ± wi•& nieodksztaøcaln!. W 
obu metodach przyj•to pøaski model obliczeniowy, zøo€ony z belki Eulera spoczywaj!cej na podøo€u spr•€ysto-tøumi!cym typu Winklera i 
zestawu pojazd•w szynowych modelowanych ukøadami dynamicznymi o dziesi•ciu stopniach swobody. Przedstawiono wyniki analiz nu-
merycznych, kt•rych celem byøo okre$lenie wpøywu podatno$ci dwustronnych wi•zi kontaktowych na wyniki symulacji drga# rozwa€anego 
ukøadu. Stwierdzono, €e zast!pienie sztywnych wi•zi kontaktowych przez dwustronne wi•zi spr•€yste Hertz<a nie ma istotnego wpøywu na 
symulacje drga# toru i ma niewielki wpøyw na symulacje drga# nadwozia pojazdu i w•zka jezdnego. Zaproponowana metoda symulacji 
b•dzie mogøa by" wykorzystana do bada# numerycznych zjawiska chwilowego odrywania k•ø od szyn, po niewielkich mody® kacjach w celu 
wprowadzenia jednostronnych wi•zi Hertz<a (nie przenosz!cych siø rozci!gaj!cych), kt•re s! dokøadniejszym modelem kontaktu.

Søowa kluczowe: Ukøad poci!g-tor; symulacje drga"; zagadnienie kontaktowe; wi#$ Hertz'a  

Abstract: The paper presents and compares two methods for simulation the train-track system vibrations, di> ering in the wheel-rail con-
tact model used. In the ® rst method, two-way Hertzian spring is used, in the second ± a non-deformable constraint. In both methods, a  ̄at 
computational model is assumed, consisting of an Euler-Bernoulli beam resting on a Winkler-type elastic foundation with damping and a set 
of rail vehicles modeled by dynamic systems with ten degrees of freedom. The results of numerical analysis are presented, in order to deter-
mine an in  ̄uence of the contact constraints< deformability on the vibration simulations. It is found that the replacement of non-deformable 
contact constraints by two-way Hertzian springs has no signi® cant e> ect on track vibration simulations and has a little e> ect on vibration 
simulations of vehicle body and bogie. The developed simulation method can be used for numerical studies of the phenomenon of instan-
taneous detachments of wheels from rails, after minor modi® cations directed to introduce one-way Hertzian springs (i.e. not carrying tensile 
forces) being a more accurate contact model.

Keywords: Train-track system; vibration simulations; contact problem; Hertzian spring

Two-way Hertzian spring in numerical analysis of coupled train-track 
system vibrations
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przenosz!c! tylko $ciskanie zastoso-
wano m.in. w pracy Podw•rnej i Klasz-
tornego [6] po$wi•conej badaniom 
wpøywu wybranych cech pojazd•w 
kolejowych na drgania belki swobod-
nie podpartej idealizuj!cej most bel-
kowy. Zestawy pojazd•w kolejowych 
modelowano w tej pracy kolejno jako: 
ukøady ruchomych siø, mas nieresoro-
wanych oraz jedno- i dwumasowych 
oscylator•w lepko-spr•€ystych. Mimo 
obszernych i ciekawych analiz, nie 
przedstawiono jednak por•wnania z 
rozwi!zaniami alternatywnymi z za-
stosowaniem wi•zi dwustronnej. 
 Praca [6] zainspirowaøa autor•w 
tego artykuøu do podj•cia bada#, kt•-
rych ® nalnym celem ma by" oszaco-
wanie wpøywu zastosowania jedno-
stronnej wi•zi kontaktowej Hertz<a w 
symulacjach drga# ukøadu poci!g-tor, 
poprzez por•wnanie z rezultatami 
uzyskanymi przy zastosowaniu typo-
wej wi•zi dwustronnej. Niniejszy arty-
kuø przedstawia pierwszy etap bada#, 
w kt•rym opracowano metod• sy-
mulacji drga# ukøadu uwzgl•dniaj!c! 
typow!, dwustronn! wi•& kontaktow! 
Hertz<a na styku zestaw•w koøowych 
i szyn. Metoda jest tak pomy$lana, 
aby po niewielkich mody® kacjach 
planowanych w drugim etapie prac, 
umo€liwiaøa wykonanie oblicze# z 
zastosowaniem wi•zi kontaktowej 
jednostronnej. W cz•$ci numerycznej 
por•wnano wyniki symulacji przebie-

g•w przemieszcze# oraz pr•dko$ci i 
przyspiesze# drga# poszczeg•lnych 
element•w wybranego pojazdu ko-
lejowego i wybranych punkt•w toru, 
wyznaczone przy u€yciu dw•ch al-
gorytm•w ± z uwzgl•dnieniem dwu-
stronnej wi•zi typu Hertz<a i z pomi-
ni•ciem podatno$ci tej wi•zi, tzn. przy 
zaøo€eniu wi•zi nieodksztaøcalnej na 
ruchomym styku koøo-szyna. Zbadano 
tak€e wpøyw sztywno$ci odksztaøcal-
nej wi•zi kontaktowej na wyniki symu-
lacji drga# ukøadu poci!g-tor.

Metoda symulacji drga% ukøadu 
poci#g-tor

Przedmiotem rozwa€a# s! drgania 
pionowe pøaskiego modelu ukøadu 
skøadaj!cego si• z dw•ch sprz•€onych 
podukøad•w dynamicznych: 1) zesta-
wu czteroosiowych pojazd•w kolejo-
wych, z kt•rych ka€dy jest traktowany 
jako ukøad dyskretny o 10 stopniach 
swobody, oraz 2) toru b•d!cego ci!-
gø! belk! Eulera-Bernoulliego spoczy-
waj!c! na podøo€u spr•€ysto-tøumi!-
cym typu Winklera. Og•lny schemat 
ukøadu przedstawiono na rysunku 1. 
Przyj•to, €e zestaw pojazd•w (po-
ci!g) porusza si• ze staø! pr•dko$ci! 
v po odcinku toru odksztaøcalnego o 
døugo$ci L, dostatecznie du€ej, aby w 
sensie numerycznym odcinek mode-
lowaø tor niesko#czenie døugi. Przed 
wjazdem na odcinek L i po zje&dzie z 

odcinka poci!g porusza si• po torze 
niepodatnym. Ka€dy z pojazd•w jest 
systemem trzech tarcz masowych za-
st•puj!cych nadwozie i w•zki jezdne 
oraz czterech mas skupionych mode-
luj!cych zestawy koøowe. Elementy te 
s! poø!czone wi•ziami liniowo-spr•-
€ystymi i tøumikami wiskotycznymi, 
kt•re modeluj! dwustopniowe zawie-
szenie. Mi•dzy zestawami koøowymi 
a torem wprowadzono dwustronne 
liniowo-spr•€yste wi•zi kontaktowe 
typu Hertz<a o sztywno$ci kH. Model 
dynamiczny pojazdu pokazano na 
rysunku 2, wraz z oznaczeniami dyna-
micznych przemieszcze# element•w 
masowych. 
 Zaøo€ono sztywny sprz•g pomi•dzy 
pojazdami w kierunku podøu€nym. 
W chwili pocz!tkowej t = 0 czoøo po-
ci!gu znajduje si• w lewym skrajnym 
punkcie podatnego odcinka toru, o 
wsp•ørz•dnej x = 0. Pojazdy wje€d€a-
j!ce na badany odcinek toru znajduj! 
si• w stanie r•wnowagi statycznej, co 
oznacza, €e wszystkie odksztaøcalne 
wi•zi pojazdu ulegøy deformacji spo-
wodowanej ci•€arem wøasnym ele-
ment•w konstrukcyjnych poci!gu, 
przekazanym przez wi•& kontaktow! 
na tor niepodatny. Przemieszczenia 
dynamiczne pojazdu zaznaczone na 
rysunku 2 s! mierzone od statycznie 
zr•wnowa€onej kon® guracji odniesie-
nia.
 Tor kolejowy zde® niowano jako 
belk• Eulera-Bernoulliego spoczywa-
j!c! na odksztaøcalnym podøo€u spr•-
€ystym typu Winklera, z tøumieniem. 
Parametry podøo€a, tj. wsp•øczynnik 
spr•€ysto$ci k i tøumienia c s! staøe. 
Belka jest pryzmatyczna, inercyjna, 
idealnie prostoliniowa, zast•puje oba 
toki szynowe. Materiaø belki jest linio-
wo-spr•€ysty. Uwzgl•dniono tøumie-
nie wynikaj!ce z reologicznych cech 
materiaøu szyn, zgodnie z modelem 
Voigta-Kelvina.  
 Na rysunku 3 przedstawiono siøy 
dziaøaj!ce na styku j-tego zestawu ko-
øowego z szyn! oraz przemieszczenia 
dynamiczne podukøad•w w punkcie 
styku: przemieszczenie dynamiczne 
zestawu koøowego Vj (t) i przemiesz-
czenie toru Wj (t). Z rysunku wynika, €e 
tor jest obci!€ony reakcj! wi•zi kon-

1. Pogl!dowy schemat ukøadu poci!g-tor

 
2. Model dynamiczny pojazdu
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taktowej Rj (t) = Qj ? Pj (t), skøadaj!c! 
si• ze statycznego nacisku osiowego 
Qj i siøy dynamicznej interakcji mi•dzy 
podukøadami Pj (t). Na zestaw koøowy, 
opr•cz reakcji wi•zi Rj (t) dziaøa prze-
ciwnie do niej skierowana siøa statycz-
na Qj, czyli ci•€ar pojazdu przypadaj!-
cy na o$. Wynika st!d, €e w r•wnaniu 
ruchu pojazdu 

 ! "#$% & ' ! "($% & ) ! " $% * +,$%  (1)

nie wyst•puj! statyczne naciski osio-
we. Pojazd jest obci!€ony tylko siøami 
wzajemnego dynamicznego oddzia-
øywania toru i pojazdu, kt•re s! dyna-
micznymi komponentami reakcji wi•-
zi kontaktowych 

 ! "#$% &' () ! "#$* + ! "#$,  (2)

R•wnanie ruchu (1) wyprowadzono 
metodologi! typow! dla ukøad•w 
dyskretnych, tj. na podstawie bilansu 
energetycznego i r•wna# Lagrange-
<a. Szczeg•øy wyprowadzenia mo€na 
znale&" w pracy [7]. Wektor prze-
mieszcze# uog•lnionych pojazdu 
viv =col(riv,Viv) podzielono tu na 
dwa bloki riv=[w1,w2,w3,%1,%2,%3]iv

T i 
Viv=[V1,V2,V3,V ]iv

T (por. z rysunkiem 2), 
co uøatwia procedur• agregacji r•w-
na# (1) zapisanych dla kolejnych po-
jazd•w iv = 1, 2, ¼, Nv. Symbol ¹colº 
oznacza macierz kolumnow! zøo€on! 
z blok•w wektorowych a ( )T operacj• 
transpozycji. Indeks iv okre$la numer 
pojazdu liczony od czoøa poci!gu, za-
tem liczba osi poci!gu wynosi N =4Nv 
oraz j = 1, 2, ¼, N. 
 Stosuj!c procedur• agregacji opisa-
n! w [7], otrzymuje si• r•wnanie drga# 
zestawu Nv pojazd•w, wzbudzanych 
kinematycznie pionowymi drganiami 
toru

 !! "#! $ %!! "&! $ ' !! " ! ( ) *!   (3)

Aby uøatwi" zapis matematyczny 
sprz•€enia r•wnania (3) z r•wnaniem 
drga# toru, w wektorze przemiesz-
cze# uog•lnionych qp=col(r, Vo ) wy-
r•€niono dwa bloki: r=col(r1,r2,¼,rNv) i 
Vo=col(V1,V2,¼,VNv), przy czym øatwo 
zauwa€y", €e w bloku Vo s! zgrupo-
wane przemieszczenia wszystkich ko-
lejnych zestaw•w koøowych. Po wpro-
wadzeniu ci!gøej numeracji j = 1, 2, 
¼, N mo€na zapisa" Vo=[V1,V2,¼,VN]

T. 
Wektor prawej strony r•wnania (3) jest 
postaci

 !" #$% & '()#*+ ,-. /0 1%!  

gdzie symbol & oznacza wektor zerowy 
o rozmiarze 6Nv, {kH}=diag(kH,kH,¼,kH) 
jest macierz! diagonaln! o rozmiarze 
N, a wektor Wo=[W1,W2,¼,WN]

T 
gromadzi przemieszczenia toru w 
puntach styku z kolejnymi zestawami 
koøowymi ± tzw. przemieszczenia 
$ledz!ce [8]. 
 R•wnanie (3) jest sprz•€one po-
przez przemieszczenia $ledz!ce Wo z 
macierzowym r•wnaniem ruchu toru 

 !! " !#$ %!! "&! $ ' !! " ! ( ) *!   (4)

kt•re wyprowadzono na podstawie 
znanego r•wnania drga# gi•tnych 
belki Eulera-Bernoulliego, obci!€onej 
zbiorem ruchomych siø 

 !
" #$ %&' ()

"&# * +
" , $ %&' ()

"( ,  

*-
"$ %&' ()

"(
* ./$ %&' () 0 1 2 3%()4%& 5 63)

7

389

 

(5)
Rj (t) = Qj ? Pj (t) jest tu reakcj! wi•zi 
kontaktowej Hertz<a, a funkcja sj (t)=vt-
-dj  opisuje poøo€enie j-tego zestawu 
koøowego w chwili t, przy czym dj jest 
odlegøo$ci! osi j-tego zestawu koøo-
wego od czoøa poci!gu. Aby r•wnanie 
(5) przeksztaøci" do postaci (4), zasto-
sowano metod• element•w sko#czo-
nych w uj•ciu Galerkina (ang. GFEM). 
Procedura tego przeksztaøcenia bazu-
je na rozwi!zaniach sformuøowanych 
w pracach [9], [10] i jest szczeg•øowo 
opisana w pracy [7].   
 Po wyznaczeniu jawnej postaci 
wektor•w prawych stron w r•wna-

niach (3) i (4), mo€na zapisa" te r•w-
nania ø!cznie w nast•puj!cej postaci 
blokowej 
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456
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(6)
gdzie nadpisana tylda wyr•€nia ma-
cierze i wektory zale€ne od czasu, przy 
czym nie zaznaczono w ten sam spo-
s•b oczywistej zale€no$ci od czasu 
wektor•w przemieszcze# uog•lnio-
nych r(t) i Vo (t) oraz wsp•ørz•dnych 
uog•lnionych qt (t). Formuøy okre-
$laj!ce poszczeg•lne bloki macierzy 
wsp•øczynnik•w i prawej strony r•w-
nania (6) s! podane w pracy [7].  
Metoda symulacji drga# opisanego 
wy€ej ukøadu poci!g-tor opiera si• 
na rozwi!zaniu sprz•€onego systemu 
r•wna# r•€niczkowych zwyczajnych 
drugiego rz•du (6), kt•ry mo€na za-
pisa" zbiorczo w nast•puj!cej postaci 
og•lnej

 ! "#$% & '!(#$% & )#$%!#$% * +#$%  (7)

Aby oceni" wpøyw wprowadzenia 
dwustronnej wi•zi kontaktowej typu 
Hertz<a do modelu obliczeniowego 
rozwa€anego ukøadu, sformuøowano 
alternatywny, por•wnawczy model 
obliczeniowy zast•puj!c podatn! 
wi•& kontaktow! przez wi•& sztywn!. 
Ten najprostszy, sztywny model kon-
taktu koøo-szyna, cz•sto stosowany 
w literaturze (por. [6]), prowadzi do 
zgodno$ci przemieszcze# toru i zesta-
w•w koøowych w punktach styku. W 
tym przypadku nale€y przyj!", €e Vo-

=Wo, a wtedy r•wnanie ruchu ukøadu 
poci!g-tor ma inn! posta" og•ln!

 !"#$ %!"# & '!"#$ (!"# & )!"#$!"# * +!"#   

(8)
i blokow•
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(9)
Liczba r!wna" r!#niczkowych zmniej-
sza si$ o N w por!wnaniu z ukøadem 
r!wna" ruchu (7), co istotnie skraca 

3. Bilans siø na styku zestawu koøowego z torem
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czas oblicze", mimo tego, #e stopie" 
zøo#ono%ci obliczeniowej algorytmu 
ro%nie wskutek pojawienia si$ dodat-
kowych, zale#nych od czasu blok!w w 
macierzy bezwøadno%ci i tøumienia.  

Wyniki analizy numerycznej

W celu przeprowadzenia analiz nume-
rycznych opracowano w %rodowisku 
programistycznym MATLab dwa alter-
natywne algorytmy obliczeniowe ba-
zuj•ce odpowiednio na r!wnaniach 
(7) i (8). W obu algorytmach zastoso-
wano do caøkowania r!wna" ruchu 
metod$ Newmarka z parametrem 
& = ' zapewniaj•cym bezwarunko-
w• stabilno%* metody. Do oblicze" 
przyj$to dane wej%ciowe wzorowa-
ne na pracy [9], przy czym do analiz 
przyj$to døu#szy odcinek toru, tj. odci-
nek o døugo%ci 100 m. Wsp!øczynniki 
spr$#ysto%ci i tøumienia podøo#a toru 
wynosz• odpowiednio: k = 1,1´108 N/
m2, c = 2,8667´105 Ns/m2, sztywno%* 
gi$tna belki modeluj•cej dwa toki szy-
nowe wynosi EJ = 1,2831´107 Nm2 a jej 
masa jednostkowa m = 1,21´102 kg/m. 
W obliczeniach uwzgl$dniono tøumie-
nie materiaøowe w szynach z czasem 
retardacji 2,1´10-5 s. Drgania toru s• 
wzbudzane przejazdem poci•gu typu 
Shinkansen, kt!ry skøada si$ z o%miu 
25-metrowych powtarzalnych pojaz-
d!w. Rozstawy osi poci•gu, parametry 
masowe i charakterystyki zawiesze" 
przyj$to wedøug danych z monogra® i 
[11]. Sztywno%* podatnej wi$zi kon-
taktowej Hertz+a wariantowano, przyj-
muj•c za warto%* bazow• kH = 1,4´108 
N/m (na podstawie [4] i [6]) a nast$p-
nie kH = 1,4´107 N/m i kH = 1,4´109 N/m. 
Odcinek toru podzielono na 200 ele-
ment!w sko"czonych o jednakowej 
døugo%ci, do numerycznego caøkowa-
nia przyj$to krok 0,0001 s.
 Analizie poddano przemieszcze-
nia, pr$dko%ci i przyspieszenia drga" 
nadwozia pierwszego z o%miu pojaz-
d!w i przedniego w!zka jezdnego 
pierwszego pojazdu, a tak#e toru w 
trzech punktach: w ', ; i < døugo%ci 
badanego odcinka. Symulacje wy-
konano za pomoc• dw!ch om!wio-
nych wcze%niej algorytm!w oblicze-
niowych, przy r!#nych pr$dko%ciach 
przejazdowych poci•gu: 30, 60 i 90 
m/s (108, 216 i 324 km/h), oceniaj•c 
wpøyw podatno%ci wi$zi kontaktowej 

na symulacje drga" ukøadu. Stwierdzo-
no, #e wpøyw ten nie zale#y istotnie od 
przyj$tej pr$dko%ci przejazdowej po-
ci•gu, zatem na kolejnych rysunkach 
pokazano tylko wyniki przykøadowe, 
dotycz•ce pr$dko%ci 30 m/s. Ponadto 
okazaøo si$, #e przyj$cie podatnej wi$-
zi kontaktowej o typowej sztywno%ci 
kH = 1,4´108 N/m, zamiast wi$zi sztyw-
nej nie wpøywa w spos!b widoczny na 
przebiegi przemieszcze" toru, a wnio-
ski dotycz•ce pr$dko%ci i przyspiesze" 
drga" nie zale#• od wyboru przekroju 

toru. Z tego powodu, na rysunku 4 
przedstawiono tylko przebiegi pr$d-
ko%ci i przyspieszenia drga" w prze-
kroju x = 0,25L. 
 Analiza wykres!w przedstawionych 
na rysunku 4 prowadzi do wniosku, #e 
zastosowanie podatnej wi$zi Hertz+a 
na styku zestaw!w koøowych z torem, 
zamiast wi$zi sztywnej, powoduje nie-
znaczne r!#nice mi$dzy rozwi•zania-
mi, polegaj•ce na niewielkiej redukcji 
warto%ci pik!w i wygøadzeniu form 
przebieg!w. Dokøadniej obrazuje to 

 
4. Pr!dko"ci i przyspieszenia drga# toru w przekroju x = 0,25L

 

5. Fragment przebieg$w przyspieszenia drga# toru w przekroju x = 0,25L
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rysunek 5, na kt!rym pokazano wy-
brany fragment przebieg!w przyspie-
sze". Na rysunku 6 pokazano prze-
biegi pionowych drga" przedniego 
w!zka jezdnego pierwszej jednostki 
powtarzalnej poci•gu, a na rysunku 
7 ± przyspieszenia pionowych drga" 
nadwozia tego pojazdu. Dominuj•cy 
wpøyw na ksztaøt przedstawionych wy-
kres!w ma zaistniaøy w pocz•tkowej i 
ko"cowej fazie ruchu efekt progowy, 

wynikaj•cy z wjazdu na odksztaøcalny 
odcinek toru i zjazdu z tego odcinka. 
Przejazd przez odksztaøcalny odcinek 
toru z pr$dko%ci• 30 m/s trwa 3,33 s, 
a nast$pnie pojazd ponownie wje#-
d#a na tor caøkowicie nieodksztaøcal-
ny, gdzie po kr!tkim okresie przej-
%ciowym wykonuje gasn•ce drgania 
swobodne. W okresie przej%ciowym, 
w drganiach w!zka ujawnia si$ efekt 
wjazdu drugiej osi w!zka na tor nieod-

ksztaøcalny a tak#e efekt wjazdu dru-
giego w!zka tego samego pojazdu. W 
przypadku przyspiesze" drga" nad-
wozia, wyra>nie widoczny jest tylko 
efekt wjazdu drugiego w!zka. Podob-
nie s• uksztaøtowane rozwi•zania w 
pocz•tkowej fazie ruchu pojazdu, ale 
efekt progowy jest mniejszy m. in. dla-
tego, #e w chwili wjazdu na odksztaø-
calny odcinek toru przemieszczenia 
dynamiczne pojazdu i ich pr$dko%ci s• 
zerowe.  
 W przeciwie"stwie do pocz•tko-
wej fazy ruchu, po zje>dzie pojazdu 
z odksztaøcalnego odcinka toru ob-
serwujemy widoczne r!#nice mi$dzy 
rozwi•zaniami wyznaczonymi z zasto-
sowaniem podatnej i sztywnej wi$zi 
kontaktowej. Zar!wno w przypadku 
przemieszcze" w!zka jak i przyspie-
sze" nadwozia, wprowadzenie do 
modelu obliczeniowego odksztaøcal-
nych wi$zi kontaktowych skutkuje 
zmniejszeniem amplitud oraz prze-
suni$ciem fazowym przebieg!w (ry-
sunki 6 i 7). Ponadto, w przebiegach 
drga" pojawiaj• si$ dodatkowe oscy-
lacje wysokocz$stotliwo%ciowe, kt!re 
wynikaj• z lokalnych drga" zestaw!w 
koøowych. Na rysunku 8 pokazano 
przykøadowe przebiegi tych drga", 
wygenerowane przy trzech r!#nych 
sztywno%ciach wi$zi Hertz+a i pr$d-
ko%ci przejazdowej 60 m/s. Towarzy-
sz•ce im przebiegi pionowych drga" 
pierwszego w!zka jezdnego przed-
stawiono na rysunku 9. Mo#na za-
uwa#y*, #e im wi$ksza jest sztywno%* 
wi$zi kontaktowej tym mniejszy jest 
okres drga" swobodnych i szybciej 
zanikaj• lokalne drgania zestawu ko-
øowego. Przemieszczenie dynamiczne 
zestawu koøowego ustala si$, podob-
nie jak przemieszczenie %ledz•ce toru 
(por. [9]). Ponadto, jak stwierdzono na 
podstawie rysunku 9, sztywno%* wi$-
zi kontaktowej nie mo#e by* dobrana 
zbyt maøa, poniewa# mo#e to prowa-
dzi* do zdegenerowania (przeszaco-
wania) przebieg!w drga" pojazdu 
a st•d i toru. Przyj$cie warto%ci kH = 
1,4´108 N/m zalecanej w literaturze [4] 
wydaje si$ rozs•dnym kompromisem, 
poniewa# daje wyniki nie r!#ni•ce si$ 
znacz•co od uzyskanych przy zasto-
sowaniu wi$zi sztywnej (rysunki 4-7) 
a r!wnocze%nie pozostawia swobod$ 
pionowego ruchu zestaw!w koøo-
wych.  

7. Przyspieszenia drga# nadwozia pierwszego pojazdu

8. Drgania przedniego zestawu koøowego w pierwszym poje%dzie, w zale&no"ci od sztywno"ci wi!zi 
kontaktowej Hertz'a

 

6. Pionowe drgania przedniego w$zka jezdnego w pierwszym poje%dzie
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Podsumowanie

W pracy przedstawiono i por!wnano 
dwie metody symulacji drga" ukøadu 
poci•g-tor, r!#ni•ce si$ zastosowa-
nym modelem kontaktu koøo-szyna. 
W pierwszej metodzie zastosowano 
model w postaci dwustronnej, podat-
nej wi$zi kontaktowej typu Hertz+a, 
w drugiej ± model w postaci wi$zi 
nieodksztaøcalnej. W obu metodach 
przyj$to pøaski model obliczeniowy 
ukøadu, zøo#ony z belki Eulera-Berno-
ulliego spoczywaj•cej na podøo#u 
spr$#ysto-tøumi•cym typu Winklera i 
zestawu pojazd!w szynowych z dwu-
stopniowym zawieszeniem, mode-
lowanych ukøadami dynamicznymi o 
dziesi$ciu stopniach swobody. Przed-
stawiono wyniki analiz numerycz-
nych, kt!rych celem byøo okre%lenie 
wpøywu uwzgl$dnienia podatno%ci 
dwustronnych wi$zi kontaktowych na 
wyniki symulacji drga" rozwa#anego 
ukøadu. Stwierdzono, #e zast•pienie 
sztywnych wi$zi kontaktowych przez 
dwustronne wi$zi podatne typu Hert-
z+a o typowej sztywno%ci zalecanej w 
literaturze, nie ma wpøywu na symu-
lacje drga" toru a wpøyw na symula-
cje przyspiesze" jest nieznaczny, nie-
zale#nie od pr$dko%ci przejazdowej. 
Widocznym skutkiem jest natomiast 
niewielka redukcja pik!w oscylacji 
przemieszcze" i przyspiesze" elemen-
t!w konstrukcyjnych pojazdu. Wynika 
st•d, #e rozwi•zania dla pojazdu, wy-
znaczone przy zaøo#eniu sztywnych 
wi$zi kontaktowych s• rozwi•zaniami 
konserwatywnymi, czyli korzystnymi 
z punktu widzenia bezpiecze"stwa 
w projektowaniu konstrukcji. Stoso-
wanie dwustronnych wi$zi Hertz+a 
w modelu obliczeniowym ukøadu 
poci•g-tor, cz$sto praktykowane we 
wsp!øczesnej literaturze, nie ma za-
tem istotnego uzasadnienia. 
 Wprowadzenie wi$zi podatnych na 
stykach k!ø z szynami jest uzasadnienie 
wtedy, gdy wi$zi te s• traktowane jako 
jednostronne, tzn. nie przenosz•ce 
rozci•gania. Pozwalaj• one uwzgl$d-
ni* chwilowe odrywania zestaw!w 
koøowych od toru, kt!re pojawiaj• 
si$ m. in. przy du#ych pr$dko%ciach 
przejazdowych powoduj•cych du#e 
przyspieszenia drga" toru i zestaw!w 
koøowych ([9]). Nale#y przypuszcza*, 
#e efekty dynamiczne wynikaj•ce z 

chwilowej utraty kontaktu koøo-szy-
na mog• by* znacz•ce. Ten problem 
b$dzie przedmiotem dalszych bada" 
autor!w, kt!re b$d• prowadzone za 
pomoc• metody symulacyjnej przed-
stawionej w tej pracy, po niewielkich 
jej mody® kacjach. Wprowadzone 
mody® kacje metody umo#liwi• ob-
serwowanie reakcji ka#dej podatnej 
wi$zi kontaktowej w ka#dym kroku 
obliczeniowym, i przyj$cie zerowej 
sztywno%ci tej wi$zi w przypadku jej 
rozci•gania. Niniejsz• prac$ nale#y 
potraktowa* jako pierwszy etap ba-
da" prowadz•cych do oceny wpøywu 
odrywania powierzchni tocznych k!ø 
od szyn na odpowied> dynamiczn• 
ukøadu poci•g-tor. Warto podkre%li*, 
#e badania numeryczne przedstawio-
ne w tej pracy wykazaøy ju#, #e metoda 
symulacyjna dziaøa poprawnie w stre-
fach peønego kontaktu k!ø z szynami, 
je%li sztywno%* wirtualnej wi$zi kon-
taktowej jest wøa%ciwie dobrana.  
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Systemy transportowe odgrywaj• 
kluczow• rol$ w nowoczesnych spo-
øecze"stwach. Rozw!j gospodarczy 
zale#y od szybkiej i skutecznej mobil-
no%ci zar!wno ludzi, jak i towar!w. W 
tym kontek%cie, system kolei du#ych 
pr$dko%ci (pol. KDPU ang. HSR, High-
-speed rail) stanowi atrakcyjn• alterna-
tyw$ dla %rodk!w transportu drogo-
wego. Szybka kolej staøa si$ wa#nym 
elementem krajowej sieci transpor-
towej, gdy# jest opcj• podr!#y, kt!ra 
podnosi jako%* #ycia i wspiera wzrost 
gospodarczy. Kolej HSR powstaøa w 
drugie poøowie XX wieku. W 1964 r 
zostaø otwarty pionierski system HSR 
- pierwszy odcinek linii kolejowej (To-
kio-Osaka) japo"skiego poci•gu Shin-
kansen poruszaj•cego si$ z pr$dko%ci• 
eksploatacyjn• 210 km/h. Nast$pnie 
w 1981 powstaøa linia kolejowa ø•cz•-
ca Pary# z Lyon, po kt!rej poruszaø si$ 
poci•g TGV z  maksymaln• pr$dko%ci• 
260 km/h. Do Japonii i Francji doø•czy-

øy Wøochy w 1981 r., Niemcy w 1988 r. 
(poci•gi ICE), Hiszpania w 1992 r., Bel-
gia w 1997 r., Wielka Brytania i Chiny w 
2003 r., Szwajcaria i Korea Poøudniowa 
w 2004 r., Holandia i Turcja w 2009 r., 
Austria w 2012 r. oraz Polska w 2015 
r. Na podstawie danych zawartych w 
opracowaniu \nii Europejskiej [19] na 
rysunku 1 przedstawiono stan obecny 
oraz linie w budowie systemu kolei 
du#ych pr$dko%ci w Europie.
 Zgodnie z Dyrektyw• \nii Europej-
skiej [2], linie kolei du#ych pr$dko%ci 
obejmuj•:
· specjalnie wybudowane linie du-

#ych pr$dko%ci, przeznaczone 
generalnie dla pr$dko%ci r!wnych 
lub przekraczaj•cych 250 km/h,

· specjalnie zmodernizowane linie 
du#ych pr$dko%ci przeznaczone 
dla pr$dko%ci rz$du 200 km/h,

· specjalnie zmodernizowane linie 
du#ych pr$dko%ci, posiadaj•ce 
szczeg!lne cechy b$d•ce rezul-

tatem uwarunkowa" zwi•zanych 
z topogra® •, rze>b• terenu i urba-
nistycznych, na kt!rych to liniach 
pr$dko%* musi by* dostosowywa-
na do ka#dego przypadku. Niniej-
sza kategoria obejmuje r!wnie# li-
nie ø•cz•ce sieci du#ych pr$dko%ci 
oraz sieci konwencjonalne, linie 
przebiegaj•ce przez dworce, do-
st$p do terminali, lokomotywow-
ni itp., z kt!rych korzysta tabor 
du#ych pr$dko%ci poruszaj•cy si$ 
z pr$dko%ci• konwencjonaln•.

Konstrukcje mostowe s• bardzo istot-
nymi elementami linii kolei du#ych 
pr$dko%ci, søu#• do przekraczania 
przeszk!d, takich jak rzeki, doliny, ist-
niej•ce autostrady lub linie kolejowe. 
W ostatnich dziesi$cioleciach, analizy 
most!w kolejowych byøy przedmio-
tem bada" wielu in#ynier!w, ponie-
wa# efekt dynamiczny powodowany 
przez poci•gi przeje#d#aj•ce przez 

Streszczenie: W artykule przedstawiono por!wnanie odpowiedzi dynamicznych most!w o r!#nych charakterystykach dynamicznych na 
quasi-rzeczywiste obci•#enie ruchome. Poddano analizie r!#ne ukøady most ± tor ± poci•g poruszaj•cy si$ z du#• pr$dko%ci•. \køad jest jed-
notorowy z nawierzchni• kolejow• podsypkow•. Modelem mostu jest 15 metrowa belka swobodnie podparta o konstrukcji stalowej. Model 
obci•#enia odwzorowuje poci•g Shinkansen. Wyniki por!wnano z bardzo uproszczonymi modelami obci•#e", jak strumienie siø skupionych, 
mas skupionych, oscylator!w jednomasowych i oscylator!w dwumasowych.

Søowa kluczowe: Kr$tki most kolejowy swobodnie podparty;Interakcja pojazd ± most; Rezonans

Abstract: The paper presents a comparison of dynamic responses of bridges with di  ̂erent dynamic characteristics to a quasi-real mobile 
load. Di  ̂erent bridge ± track ± train (moving at high speed) systems were analyzed. The system is ballasted monotrack. The model of the 
bridge is a 15-meter beam simple-supported with a steel structure. The load model is represented by the Shinkansen train. The results are 
compared with very simpli® ed load models, such as streams of concentrated forces, concentrated masses, one-mass oscillators and two-
-mass oscillators.

Keywords: Short span simply supported railway bridge; Vehicle-bridge interaction, Resonance
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most jest jednym z najbardziej istot-
nych aspekt!w, kt!re nale#y wzi•* 
pod uwag$ na etapie projektowania 
[4]. Badania wykazaøy, #e przy pr$dko-
%ciach powy#ej 200 km/h mog• poja-
wia* si$ nadmierne drgania w wyniku 
zjawisk rezonansowych, co zostaøo po-
twierdzone w przepisach normowych 
[11]. Przej%cia nast$puj•cych po sobie 
obci•#e" (kolejne naciski osi zesta-
w!w koøowych przemieszczaj•ce si$ 
po mo%cie) mog• wzbudzi* konstruk-
cj$ mostow• i gdy cz$sto%* wymu-
szenia (lub jej krotno%*) b$dzie bliska 
cz$sto%ci drga" wøasnych ukøadu (lub 
jej krotno%ci) mo#e pojawi* si$ zja-
wisko rezonansu. Mo#e to prowadzi* 
do kilku problem!w, a mianowicie 
do: niestabilno%ci warstwy podsypki, 
utraty kontaktu mi$dzy koøem a szyn•, 
zwi$kszenia uszkodze" zwi•zanych ze 
zm$czeniem lub nawet komfortu pa-
sa#er!w. [20] Nale#y pami$ta*, #e nie-
kt!re aspekty nie s• jeszcze do ko"ca 
znane, co sprawia, #e projektanci staj• 
przed problemem co z analiz• dyna-
miczn• most!w kolejowych ± czy nie 
pojawi• si$ wy#sze warto%ci przyspie-
szenia ni# te uznane za dopuszczalne 
w normach europejskich [22]. 
 Obecne normy europejskie od-
zwierciedlaj• problem nadmiernych 
drga" poprzez wym!g przeprowa-
dzenia analizy dynamicznej w prawie 
ka#dym przypadku, gdy maksymalna 
pr$dko%* linii przekracza 200 km/h. 
W stosunku do wcze%niejszych Pol-
skich Norm [12, 13], w normach PN-
-EN [10,11] rozbudowano podej%cie 
do zagadnie" dynamicznych most!w 
kolejowych. Dynamiczny charakter 
obci•#enia uwzgl$dniany jest na dwa 
sposoby:
·  poprzez wprowadzenie oblicze" 

statycznych na zwi$kszonych, 

przez wsp!øczynnik dynamiczny 
( , obci•#eniach ± podobnie jak 
we wcze%niejszych normach kra-
jowych,

·  poprzez analiz$ bezpo%rednich 
proces!w deformacji i dystrybucji 
siø wewn$trznych oraz napr$#e" 
od obci•#e" poruszaj•cych si$ z 
ustalonymi pr$dko%ciami na pod-
stawie dynamicznej odpowiedzi 
ukøadu (analiza czasowa) [26]

Z powodu nieujednoliconych wyma-
ga" dotycz•cych kolei du#ych pr$d-
ko%ci analizy dynamiczne powinny 
by* przeprowadzane na podstawie 
norm, literatury technicznej oraz ko-
lejowych standard!w technicznych. 
[27] Obiekt mostowy dopuszczony do 
u#ytkowania i eksploatacji przy prze-
jazdach taboru kolejowego z du#ymi 
pr$dko%ciami, powinien speønia* wie-
le warunk!w. Gø!wne z nich to:
·  wymagania stanu granicznego 

no%no%ci z uwzgl$dnieniem do-
datkowych efekt!w dynamicz-
nych oraz zm$czeniowych wywo-
øanych du#ymi pr$dko%ciami, 

·  wymagania stanu granicznego 
u#ytkowalno%ci, kt!re zapewnia 
bezpiecze"stwo ruchu oraz odpo-
wiedni komfort jazdy pasa#er!w, 

·  wymagania trwaøo%ci konstrukcji, 
unikanie trwaøych deformacji,

·  wymagania odpowiedniego wy-
posa#enia trasy kolejowej,

·  poprawno%* rozwi•za" konstruk-
cyjnych, zar!wno projektowych 
jak i wykonawczych,

·  wymagania ochrony %rodowiska ± 
minimalne zanieczyszczenia oraz 
haøas,

·  wymagania ekonomiczne - koszty 
eksploatacji i konserwacji toru po-
winny by* stosunkowo niskie.

Analiza dynamiczna

Historia analizy ruchomych obci•-
#e" w Polsce si$ga czas!w przedwo-
jennych. Pierwsze pionierskie prace  
wi•#• si$ z nazwiskiem Aleksandra 
Wasiuty"skiego. Zastosowanie metod 
komputerowych do zagadnie" obci•-
#e" ruchomych w Polsce wi•#e si$ z 
nazwiskiem Jana Langera.[24]
 W celu analizy dynamicznych efek-
t!w most!w kolejowych w wyniku 
przejazdu poci•gu o du#ych pr$dko-
%ci mo#na stosowa* r!#nego typu me-
tody, m.in.: 
1.  metody analityczne oparte np. na 

analizie modalnej,
2.  metody uproszczone, wykorzy-

stuj•ce wprowadzenie wzbudze-
nia rezonansowego (DER - De-
composition of the Resonance 
Excitation),

3.  metody empiryczne opieraj•ce 
si$ na rzeczywistych przykøadach, 
ograniczaj•c si$ do kilku typ!w 
konstrukcji,

4.  metody analityczne oparte na in-
terakcji pojazd-konstrukcja mostu.

W metodach czasowych stosuje si$ 
r!#ne dokøadno%ci matematyczne i ® -
zyczne - wykorzystuje si$ r!#ne mode-
le teoretyczne odwzorowuj•ce poci•g 
ruchomy np.
·  modele normowe HSLM (ang. 

High Speed Load Model) A i B,
·  siøy skupione,
·  masy skupione,
·  oscylatory jednomasowe,
·  lepko-spr$#yste oscylatory dwu-

masowe,
·  pøaskie zestawy sztywnych tarcz 

masowych i mas skupionych,
·  przestrzenne zestawy tarcz i mas,
·  inne.

Opr!cz obci•#e" deterministycznych, 
ze wzgl$du na losowo%* drga", wie-
lu badaczy posøuguje si$ modelo-
waniem obci•#e" stochastycznych 
- rozpatruje drgania w kategoriach 
probabilistycznych, a wi$c wykorzy-
stuje aparat matematyczny z zakresu 
rachunku prawdopodobie"stwa i pro-
ces!w stochastycznych. [23]
 W pracy por!wnano wyniki dla bel-

 

1. Døugo") linii kolei szybkich HSR NETWORK w Europie
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kowych most!w o rozpi$to%ci 15m 
otrzymane metodami analitycznymi 
dla nast$puj•cych pøaskich modeli 
obci•#e" poruszaj•cych si$ ze staø• 
pr$dko%ci•:
1.  strumie" siø skupionych [14]- mo-

del P, rysunek 2, 
2.  strumie" mas skupionych [14] - 

model M, rysunek 2,
3.  strumie" oscylator!w jednoma-

sowych [14] - model Mo, rysunek 
2,

4.  strumie" oscylator!w dwumaso-
wych [14]- model MMo, rysunek 2,

5.  zestaw dw!ch sztywnych tarcz 
masowych z liniowymi lepkospr$-
#ystymi zawieszeniami pierwsze-
go i drugiego stopnia [17] ± mo-
del MBFS, rysunek 3.

Wy#ej wymienione pi$* modeli od-

wzorowuje japo"ski poci•g typu 
Shinkansen (rysunek 4) zøo#ony z 8 
powtarzalnych pojazd!w szynowych, 
ka#dy o døugo%ci 25 m, o dw!ch nieza-
le#nych dwuosiowych w!zkach jezd-
nych o rozstawie osiowym 17,5 m. [20]
 Pi•ty model pojazdu (rysunek 3) 
jest bardziej zøo#ony od pozostaøych - 
skøada si$ z czterech nieresorowanych 
mas skupionych odwzorowuj•cych 
zestawy koøowe, z dw!ch sztywnych 
tarcz masowych odwzorowuj•cych 
ramy w!zk!w jezdnych ø•cznie z silni-
kami trakcyjnymi oraz g!rnej sztywnej 
tarczy masowej odwzorowuj•cej nad-
wozie pojazdu. W modelu pojazdu 
wyst$puj• cztery liniowe lepkospr$-
#yste zawieszenia pierwszego stopnia 
oraz dwa zawieszenia stopnia drugie-
go. \køad ma 6 stopni swobody.
 Przyj$to nast$puj•ce gø!wne zaøo-
#enia: 
·  model ® zyczny ukøadu jest pøaski,
·  uproszczonym modelem mostu 

kolejowego jednoprz$søowego 
jest swobodnie podparta belka 
Eulera, 

·  tøumienie w belce jest typu Lan-
gera (model staøego dekrementu) 
[8], 

·  o% belki obci•#onej statycznie ci$-
#arem wøasnym jest prostolinio-
wa, 

·  tor poza belk• jest prostoliniowy i 
niepodatny,

·  szyny s• idealnie proste - bez nie-
r!wno%ci toru,

·  ukøad jest przedziaøami liniowy ® -
zycznie i geometrycznie, 

·  pr$dko%* obci•#enia jest staøa, 
·  w chwili t=0 ukøad jest w r!wno-

wadze statycznej, 
·  rozpatruje si$ sko"czony strumie" 

N powtarzalnych element!w 
ruchomych, w odst$pach od-
wzorowuj•cych rozstaw osiowy 
w!zk!w jezdnych oraz døugo%* 
pojazdu (obci•#enie cykliczne), 

·  uwzgl$dniono jednostronne wi$-
zy mi$dzy koøami pojazd!w a szy-
nami (modele MMo i MBFS).

 W analizie dynamicznej modeli Mo, 
MMo, MBFS wprowadzono siøy interak-
cji (rysunek 5) pomi$dzy skupionymi 
elementami ruchomymi a belk• mo-
stow• (ang. VBI -  the vehicle-bridge 
interaction). 

2. Przyj!te proste modele obci*&e# ruchomych:
a+ model P; b+ model M; c+ model Mo; d+ model MMo [14]

 

3. Pøaski model obci*&e# ruchomych ± model MBFS. [17]

4. Przykøadowy poci*g Shinkansen, [6]
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 R!wnania ruchu sformuøowano w 
niejawnej postaci, oddzielnie dla belki 
oraz obci•#enia ruchomego. Zastoso-
wano r!wnania Lagrange+a II rodzaju 
dla belki oraz zasad$ d+Alembert+a dla 
obci•#enia ruchomego. Otrzymano 
macierzowe r!wnania ruchu podu-
køad!w nale#•ce do klasy r!wna" r!#-
niczkowych zwyczajnych, liniowych, o 
staøych wsp!øczynnikach:

 ! "#$% & '!(#$% & )!#$% * +,-#$%. $/  (1)

gdzie: B,C,K - macierze bezwøadno%ci, 
tøumienia i sztywno%ci, F[R(t),t] - wek-
tor obci•#e" uog!lnionych zale#ny od 
wektora siø interakcji R(t) i zmiennej 
czasowej t.
 Macierzowe r!wnania ruchu ukøa-
du sformuøowano cz$%ciowo w nie-
jawnej postaci. Nast$pnie scaøkowano 
je numerycznie za pomoc• metody 
%redniego przyspieszenia Newmarka 
z parametrami &N=1/4, _N=1/2, rozwi-
ni$tej do niejawnej postaci [14]. Prze-
prowadzono analiz$ drga" gi$tnych w 
pøaszczy>nie pionowej most!w.
 W wyniku analizy dynamicznej 
otrzymano nast$puj•ce wnioski:
1.  Modele P i M nie uwzgl$dniaj• re-

sorowania ± brak interakcji ukøadu 
pojazd ± konstrukcja.

2.  Model M jest oceniany jako naj-
mniej korzystny gdy# wykazuje 
du#e r!#nice, zar!wno jako%cio-
we, jak i ilo%ciowe, w por!wnaniu 
z innymi modelami.

3.  Modele P i Mo s• bliskie rzeczywi-
sto%ci, ale w stanach rezonanso-
wych mog• wyst$powa* zaburze-
nia wynik!w.

4.  W zakresie uproszczonych modeli 
poci•g!w model MMo jest najbar-
dziej zbli#ony do rzeczywisto%ci

5.  Modelowanie szybkich pojazd!w 

szynowych wymaga uwzgl$d-
nienia w komplecie mas niere-
sorowanych, mas resorowanych 
oraz zawiesze" lepkospr$#ystych. 
Model MMo maj•cy te cechy jest 
raczej zbyt uproszczony. Sugeruje 
si$, aby modelowa* osobno ze-
stawy koøowe, resorowane ramy 
w!zk!w jezdnych, resorowane 
nadwozie pojazdu i zawiesia lep-
kospr$#yste pierwszego i drugie-
go rz$du, np. model MBFS.

6.  W przypadku powtarzalnych po-
jazd!w szynowych mog• wyst$-
powa* stany rezonansowe, dlate-
go w symulacjach dynamicznych 
nale#y wzi•* pod uwag$ caøko-
wit• liczb$ pojazd!w oraz wsp!ø-
czynniki tøumienia.

W #adnym z powy#szych modeli nie 
uwzgl$dniono odksztaøcalno%* toru 
w strefach dojazdowych do mostu. 
W pracach [15, 18], gdzie przyj$to 
du#o bardziej zøo#ony ukøad (rysunek 
6) most ± tor ± poci•g ruchomy (BTT 
system), zostaø udowodniony ogrom-
ny wpøyw tego elementu na analiz$ 
mostu jako oddziaøywania pod wpøy-
wem poci•g!w poruszaj•cych si$ z 
du#ymi pr$dko%ciami. Przedstawione 
wyniki analizy w pracy [1] potwierdza-
j•, #e nale#y uwzgl$dni* ¹nier!wno%* 
progow• toruº spowodowan• nagø• 
zmian• sztywno%ci podtorza.

Zako#czenie

Modele o staøym obci•#eniu rucho-
mym s• szeroko stosowane w dyna-
micznej analizie most!w kolejowych. 
Jednak u#ycie tego prostego modelu 
mo#e przeszacowa* odpowied> re-
zonansow• mostu o schemacie belki 
swobodnie podpartej, je%li efekty in-
terakcji pojazd - most (ang. VBI -  the 
vehicle-bridge interaction) s• pomi-
jane, szczeg!lnie w przypadku kr!t-
kich rozpi$to%ci. [25] Aby uwzgl$dni* 
efekty VBI, Eurokod 1 [11] umo#liwia 
in#ynierom rozwa#enie dodatkowego 
tøumienia konstrukcyjnego, kt!re za-
le#y od rozpi$to%ci mostu. Ta metoda 
jest tak zwan• dodatkow• metod• tøu-
mienia (ang. ADM - Additional Dam-
ping Method), zostaøa sformuøowana 
w celu uwzgl$dnienia wpøywu pro-
gnozowanej interakcji. Nale#y wzi•* 
pod uwag$, #e metoda dodatkowego 
tøumienia mo#e czasami powodowa* 
niebezpieczn• prognoz$ odpowiedzi 
konstrukcji. [25]. 
 W pracy [5] przedstawiaj•cej ana-
liz$ teoretyczn• oraz do%wiadczaln• 
mostu o rozpi$to%ci prz$søa 15,25 m, 
autorzy przyznali, #e modele nume-
ryczne przeszacowuj• maksymalne 
przyspieszenia konstrukcji mostowej. 
Twierdz•, #e prawdopodobnie jest to 
spowodowane brakiem uwzgl$dnie-
nia interakcji pojazd - konstrukcja, kt!-
re s• najbardziej istotne w rezonansie. 
Takie sytuacje rzadziej zdarzaj• si$ w 
mostach %rednich b•d> døugich. [5]

5. Modele belki i obci*&enia ruchomego:
a+ kon/ guracja ukøadu w chwili pocz*tkowej,

b+ ugi!cie dynamiczne belki w3x,t+ oraz poøo&enie 
siøy interakcji Ri 3t+

 
6. Przykøadowy ukøad uwzgl!dniaj*cy odksztaøcalno") stref dojazdowych 

± skala ska&ona [15]
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 Mosty kolejowe o maøych rozpi$-
to%ciach wydaj• si• bardziej proble-
matyczne [21]. Obserwuje si$, #e zja-
wisko rezonansu wyst$puje cz$%ciej 
w kr!tkich mostach [3, 9]. Nale#y za-
znaczy*, #e na dynamiczne zachowa-
nie wpøywaj• nie tylko wøa%ciwo%ci 
konstrukcyjne mostu, ale tak#e wøa%ci-
wo%ci dynamiczne toru, a mianowicie 
podsypka i szyna oraz dynamiczne 
wøa%ciwo%ci pojazdu, szczeg!lnie w 
mostach o maøych rozpi$to%ciach. Te 
aspekty skutkuj• szczeg!lnie trudny-
mi do przewidzenia odpowiedziami 
dynamicznymi na etapie projektowa-
nia tego typu konstrukcji [22].
 Dynamiczna analiza konstrukcji 
mostowych jest konieczna w przy-
padku pojawienia si$ rezonansu, czy-
li niebezpiecznego zjawiska, kt!re 
mo#e wyst$powa* w wyniku du#ych 
pr$dko%ci i regularnie rozmieszczo-
nych grup osi poci•g!w (cykliczno%* 
obci•#enia). Je#eli jeszcze dodatkowo 
wyst$puj• nier!wno%ci toru to nad-
mierne drgania pøyty mostowej mog• 
powodowa* utrat$ kontaktu koøo-szy-
na, destabilizacj$ podsypki, wyst$po-
wanie p$kni$* i krusze" betonu oraz 
przekroczenie granic napr$#e" kon-
strukcji mostu. Efekty dynamiczne, w 
tym zjawisko rezonansu, zawsze mu-
sz• by* brane pod uwag$, gdy anali-
zowany jest most kolejowy po kt!rym 
mog• porusza* si$ poci•gi du#ych 
pr$dko%ci. W przypadku cykliczne-
go strumienia siø ruchomych w belce 
mog• wyst•pi* stany rezonans!w siøo-
wych.  
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Do opisu (modelowania) wielu ukøa-
d!w ® zycznych, mechanicznych wy-
korzystywane s• ukøady dynamiczne 
ci•gøe i dyskretne o parametrach sku-
pionych i rozøo#onych, stacjonarne i 
niestacjonarne. Szerokie mo#liwo%ci 
tej teorii, a przede wszystkim teorii 
uog!lnionych ukøad!w dynamicznych  
pozwalaj• zastosowa* je w analizie 
zachowania si$ geosyntetyk!w w ko-
lejowych konstrukcjach in#ynierskich 
poprzez wykorzystanie specjalnych 
operacji r!#niczkowych  lub r!#nico-
wych oraz odpowiedniego ksztaøtu 
endomor® zm!w [13].  Wszystkie te 
zabiegi, co istotne, maj• matematycz-
ne uzasadnienie i w zwi•zku z tym ich 
zastosowanie jest uprawnione, o czym 
przekonamy si$ dalej. Geosyntetyki, 
czyli geowø!kniny, geotkaniny, geo-

siatki, geomembrany, geowykøadzi-
ny itp. s• powszechnie stosowane w 
budownictwie, w tym przy budowie, 
modernizacji i remontach linii kolejo-
wych zgodnie z wytycznymi zawarty-
mi mi$dzy innymi w [17]. Dobrze zbu-
dowana droga szynowa to droga nie 
podlegaj•ca przypadkowym, niekon-
trolowanym odksztaøceniom. Zwi$k-
szenie no%no%ci poszczeg!lnych 
warstw gruntu tworz•cych budowl$ 
ziemn•  ma szczeg!lne znaczenie w 
budowie dr!g kolejowych.
 Wsp!ln• cech• geotekstyli!w, 
geotkanin i geomembran jest brak 
sztywno%ci na zginanie. Ich wøa%ciwo-
%ci mechaniczne zale#• od sposobu 
wykonania, u#ytych materiaø!w oraz 
sposob!w zakotwienia. Cz$sto zasto-
sowane geosyntetyki w budowli  maj• 

wielowarstwowe uøo#enie (rys. 1).
 Takie wielowarstwowe stosowanie 
geosyntetyk!w jest korzystne. Qwiad-
cz• o tym badania przeprowadzone 
w aparacie tr!josiowego %cinania pr!-
bek gruntu (rys. 2).
 W przekroju drogi kolejowej ta wie-
lowarstwowo%* przedstawiona jest na 
rys. 3. Z powy#szego wynika, ze ka#da 
kolejna warstwa posiada inne warunki 
obci•#enia i wsp!øpracy. Zilustrowano 
to schematycznie na rys. 4.

Charakter analogowy 
analizowanego problemu

W wielu przypadkach w analizie 
wsp!øpracy geosyntetyk!w z podøo-
#em i elementami konstrukcji in#y-
nierskiej (np. z podtorzem) mo#emy 

Streszczenie: W analizie  wsp!øpracy geosyntetyk!w z elementami konstrukcji in#ynierskiej mo#emy je traktowa* jako membrany spr$#yste 
lub powøoki posadowione na r!#nych rodzajach podøo#a. Modelowanie ukøadu rzeczywistego oznacza jego idealizacj$ pod k•tem uwzgl$d-
nienia tych cech o%rodka i jego element!w, kt!re wydaj• si$ najistotniejsze z punktu widzenia analizowanego problemu. Zbudowany zosta-
nie model ® zyczny, a nast$pnie matematyczny przedstawiony w postaci uog!lnionego ukøadu dynamicznego. W tym opisie  wykorzystuje 
si$ r!#ne operatory. Prowadz• one do ukøad!w ci•gøych o parametrach rozøo#onych. Rozpoczynaj•c od opisu z wykorzystaniem ukøad!w 
dynamicznych ci•gøych mo#na przej%* do ukøad!w dynamicznych dyskretnych. Pozwala na to teoria uog!lnionych ukøad!w dynamicznych, 
poprzez wykorzystanie innych operator!w. Takie podej%cie umo#liwia prowadzenie analizy problemu z wykorzystaniem sygnaø!w ci•gøych 
i dyskretnych. Otrzymane wyniki pozwalaj• te# wyznacza* odpowiedzi analizowanych ukøad!w metodami analitycznymi, numerycznymi 
lub hybrydowymi.

Søowa kluczowe: Geosyntetyki; Ukøady dynamiczne; Nieklasyczny rachunek operator$w

Abstract: While interacting with the elements of the engineering structures, geosynthetics can be treated as elastic membranes or shells 
placed on di  ̂erent types of foundation. Modeling of the real system takes into account the most important properties of the system and 
its elements. We will develop a physical and mathematical model in a form of generalized dynamic system. The mathematical description 
will use di  ̂erent operators leading to a continuous distributed system. The modeling will be further modi® ed by development of discrete 
dynamic systems, which is enabled by the theory of generalized dynamic systems. This approach allows for the analysis of the problem with 
continuous and discrete signals. The results will show the response of the analyzed systems with analytic, numerical or hybrid methods.

Keywords: Geosynthetics; Dynamic systems; Non-classical operational calculus
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wybrane geosyntetyki traktowa* jako 
membrany spr$#yste lub powøoki 
posadowione na r!#nych rodzajach 
podøo#a. np. typu Winklera, Eulera, Pa-
sternaka, Kerra, bowiem modelowanie 
ukøadu rzeczywistego oznacza jego 
idealizacj$ pod k•tem uwzgl$dnie-
nia tych cech o%rodka, kt!re wydaj• 
si$ najistotniejsze z punktu widzenia 
analizowanego problemu. Zbudowa-
ny model ® zyczny, a nast$pnie mate-
matyczny przedstawiony jest zwykle 
w postaci szczeg!lnych przypadk!w 
uog!lnionych ukøad!w dynamicznych 
[13]. W tym szczeg!lnym opisie teoria 
uog!lnionych ukøad!w dynamicznych 
[13] dopuszcza  wykorzystanie opera-
tora Laplace+a €, a dalej z jego pomoc•  
operatora d+Alemberta   Podobnie jak 

pøyta na podøo#u gruntowym (podøo-
#u spr$#ystym) opisywana jest z wyko-
rzystaniem bilaplasjanu [16].
 Analogicznie (w sensie problem!w 
r!#niczkowych) modeluje si$ ukøady 
pøytowe, czy fundamenty [8], funda-
menty pøytowo - palowe [6,15, 18, 21] 
dobieraj•c odpowiednie parametry 
ukøadu z uwzgl$dnieniem parame-
tr!w podøo#a gruntowego [19]. Na 
pøytach, na fundamentach pøytowo ± 
palowych tak#e posadowione s• linie 
kolejowe, linie tramwajowe, ruroci•gi, 
drogi startowe. W tych przypadkach 
tak#e wykorzystuje si$ geosyntetyki. 
W [4] autorzy wykorzystuj• w mode-
lowaniu podøo#e spr$#yste do oceny 
wpøywu nier!wnomiernego osiadania 
dna zbiornika na rozkøad siø wewn$trz-

nych w jego dnie. Jest to istotne dla 
okre%lania awaryjno%ci du#ych zbiorni-
k!w [1]. Takie  koncepcje wykorzystuje 
si$ przy analizie wzajemnego oddzia-
øywania w ukøadzie pojazd kolejowy 
± tor ± podtorze - podøo#e gruntowe 
ø•cznie z  ich eksperymentaln• wery-
® kacj• [14], tak#e przez wcze%niejsze 
rozpoznanie podøo#a gruntowego np. 
z wykorzystaniem sondowania [7] i 
okre%lenie jego parametr!w  z wyko-
rzystaniem  metody CPT bez pomiaru 
ci%nienia wody w porach gruntu lub 
metody CPT\ z pomiarem ci%nienia 
wody w porach gruntu. Wyniki son-
dowania  mog• by* przedstawione 
za pomoc• odpowiednich wykres!w 
(rys. 5). Na wykresach rejestrowane s•: 
op!r na sto#ku sondy qc, tarcie na tu-
lei ciernej fs, ci%nienie wody w porach 
gruntu u.
 W przypadku linii kolejowych 
wpøyw na zachowanie si$ konstrukcji 
maj• drgania, kt!re s• wywoøane przez 
ruch poci•g!w i zale#• mi$dzy innymi 
od ich pr$dko%ci. Po przekroczeniu 
tzw.  pr$dko%ci krytycznej drgania 
toru i podtorza znacznie zwi$kszaj• 
si$ i gwaøtownie narastaj• trwaøe od-
ksztaøcenia toru [3]. Decyduj• o tym 
rozchodz•ce si$ drgania (fale), kt!re 
s• pewnego rodzaju perturbacjami 
w polu pr$dko%ci, przemieszczaj•cy-
mi si$ w o%rodku przyjmuj•c r!#ne 
formy i pr$dko%ci. Decyduj•ce s• tu 
fale spr$#yste. S• to fale mechaniczne, 
kt!re  rozchodz• si$ w o%rodku spr$#y-
stym jakim jest podtorze i dalej prze-
chodz• do otoczenia w wyniku dzia-
øania siø zwi•zanych z odksztaøceniami 
obj$to%ci i postaci element!w caøego 

2. Charakterystyka wynik$w testu przeprowadzonego w aparacie tr$josiowego "cinania dla pr$bek 
gruntu o r$&nych zawarto"ciach  geosyntetyku opracowany na podstawie [5] przy 89 = 100 kPa
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3. Przykøadowy schemat uøo&enia geosyntetyk$w w przekroju drogi kolejowej [11]

4. Przykøadowy schemat obci*&e# 3obci*&e# zast!pczych+ warstw drogi kolejowej [11]

1. Wielowarstwowe uøo&enie geosyntetyk$w w nasypie
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o%rodka. Obiektami zewn$trznymi 
powoduj•cymi owe odksztaøcenia 
s• przeje#d#aj•ce pojazdy szynowe, 
kt!re s• >r!døami fal, a na ich genero-
wanie ma te# wpøyw geometria i stan 
toru.
 Rozchodzenie si$ fal spr$#ystych 
w podtorzu, w gruncie polega tu na 
wzbudzaniu cz•stek o%rodka coraz 
bardziej odlegøych od >r!døa fal. Fale 
spr$#yste (rys. 6) mo#na  podzieli* 
na fale obj$to%ciowe rozchodz•ce 
si$ w gruncie i powietrzu (haøas) oraz 
fale powierzchniowe rozchodz•ce si$ 
wzdøu# powierzchni rozdzielaj•cych 
o%rodki o r!#nych wøa%ciwo%ciach, 
w tym fale rozchodz•ce si$ na po-
wierzchni gruntu.
 Fale obj$to%ciowe podøu#ne P do-
cieraj• do rejestratora drga", do od-
biornika jako pierwsze. Fale te powo-
duj• odchylenie drgania w kierunku 
r!wnolegøym do kierunku rozchodze-
nia si$ fal. Powoduj• %ciskanie i rozci•-
ganie o%rodka i rozchodz• si$ z pr$d-
ko%ci• cL. 
 Fale obj$to%ciowe poprzeczne S do-
cieraj• ze >r!døa do rejestratora drga" 
po fali P i maj•  pr$dko%* cS. Pr$dko%* 
fal P i S zale#y od wielko%ci parame-
tr!w spr$#ystych o%rodka i wraz ze 
zmian• tych parametr!w pr$dko%ci 
te mog• r!#ni* si$ znacznie, a szcze-
g!lnie zmiany te mog• by* zwi•zane 

np. ze wzrostem gø$boko%ci w gruncie 
[12].
 Fale powierzchniowe: fale Rayle-
igha R i Love+a L maj• døugie okresy i 
zmienne amplitudy, przy czym am-
plituda ich drga" maleje wykøadniczo 
wraz ze wzrostem gø$boko%ci.
 Powierzchniowe fale Rayleigha R, 
kt!rych pr$dko%* zale#y od ich cz$-
stotliwo%ci,  rozchodz• si$ poziomo 
i wywoøuj• zar!wno pionowe, jak i 
poziome, lecz nie cz$sto poprzeczne 
ruchy powierzchni gruntu (rys. 6). Przy 
czym pionowe i poziome skøadowe s• 
przeciwne w fazie tak, #e ruch cz•stek 
jest eliptyczny ± odbywa si$ po elip-
sie zorientowanej pionowo i kt!ra jest 
prostopadøa do kierunku biegu fali. 
Pod wpøywem tych drga" ziarna grun-
tu poruszaj• si$ po torach zbli#onych 
do elips, grunt za% ulega silnemu roz-
lu>nieniu. Fale Love+a L rozchodz• si$ 
r!wnie# poziomo, przy czym wywoøu-
j• poprzeczne, poziome ruchy cz•stek 
(rys. 6).
 Z tego wynika, #e w wielu przypad-
kach  konieczne jest wzmocnienie 
podtorza, w tym z wykorzystaniem 
geosyntetyk!w. Por!wnanie skutecz-
no%ci niekt!rych wzmocnie" podøo#a 
dla linii du#ej pr$dko%ci przedstawio-
no np. w  [20]. 

Uog"lnione ukøady dynamiczne 
w nieklasycznym rachunku 
operator"w i ich zastosowanie

\og!lnione ukøady dynamiczne [13] 
poj$ciowo zwi•zane s• z nieklasycz-
nym rachunkiem operator!w, kt!ry 
bazuje na trzech liniowych opera-
cjach S, s, T i dw!ch przestrzeniach 
liniowych L1, L0,. Zakøadamy, #e L1� L0, 
S:L1! L0,, T:L0! L1, s:L1! KerS oraz do-
datkowo, #e ST = id, TS = id-s. Wøasno-
%ci operacji S, T, s i ich r!#ne reprezen-
tacje mo#na znale>* w [2, 10, 13]. Co 
istotne: wspomniane operacje mog• 
by* de® niowane w dziedzinie ci•gøej 
albo dyskretnej i wtedy prowadz• one 
odpowiednio do opisu z wykorzysta-
niem r!wna" r!#niczkowych, r!#ni-
cowych, b•d> ich ukøad!w. W zwi•zku 
z tym mog• by* wykorzystywane do 
opisu i analizy uog!lnionych ukøad!w 
dynamicznych [13]. Takie podej%cie 
prowadzi do uog!lnionego wzoru 
Taylora postaci

4 4 ! "!# " !#  = + + + 
5 5$ $ $ $" !#  " !#  - -+ + ,      (1)

gdzie  !5 56$ $ $ %  % # %- -" " " . 

\waga• W ostatnim wzorze x nie ozna-
cza wsp!ørz$dnej punktu, lecz ele-
ment dowolnej przestrzeni liniowej Ln 
zde® niowanej wcze%niej. Pokazuje to 
og!lno%* wzoru (1).

5. Przykøadowy wynik bada# CPTU w wybranym punkcie 3w!%le+ sondowania [<] 6. Fale P, S, R, L [12]
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 Okazuje si$, #e do analizy naszego 
problemu nale#y przyj•* jako opera-
cj$ S operator Laplace+a

 

4 4 4

4 4 4 & '
# # #

$ = + +
# # #

 

lub operator d+Alemberta 
4 4 4 4 4

4 4 4 4 4 4 4

5 5
( )  & ' ( )

# # # # #
= $ - = + + -

# # # # #
•

 
i dobra* do nich operacje T i s.
\waga• W przypadku n=2 operator 
Laplace+a redukuje si$ do postaci 

4 4

4 4 &
# #

$ = +
# #

, natomiast dla n=1 otrzy-

mujemy tylko operacj$ 
4

4 
#
#

 
i to zmienia r!wnanie r!#niczkowe 
modelu [11]. W przypadku operacji 
  (n=3) operacje T i s okre%lone s• od-
powiednio wzorami

% & ! % &
% &
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! " !# $ $!
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$

 !  "# $# % &' (  ) * % "+ ,
            (3)

gdzie: L0 = C1 (!"<0,#)), L1 = C3 

(!"<0,#)), operacja A jest podstawie-
niem za t warto$ci t - (d (P,P0)/a) i a % 
0 jest staø& charakteryzuj&c& ukøad za-
st'pczy 

! " ! " ! " ! "" " "

    !# $ $ ' ' ( ( ) )= - + - + - ,

"
 
 

# oznacza pochodn& normaln&, *  
jest brzegiem zbioru !.

 W ka+dej z opisywanych  sytuacji 
w modelowaniu matematycznym 
wyst'puje r2wnanie r2+niczkowe 
cz&stkowe  u=f(x, y, z, t). W naszym 
przypadku opisuje ono ukøad zast'p-
czy, w kt2rym staøa a charakteryzuje 
odpowiednio podøo+e (podbudow') 
z geosyntetykami, natomiast f(x, y, z, 
t) charakteryzuje ci&gøe obci&+enie 
zast'pcze. Wielko$ci te, musz& by4 
wyznaczone empirycznie [7, 15, 17], w 
tym laboratoryjnie z wykorzystaniem 
aparatu tr2josiowego lub aproksymo-
wane przez parametry element2w 
skøadowych ukøadu (rys. 3 i 4), kt2re 
w modelu mog& by4 traktowane jako 
poø&czone szeregowo lub r2wnolegle 

i mog& tworzy4 zast'pczy ukøad dyna-
miczny [13].
 Oczywi$cie x, y, z s& wsp2ørz'dny-
mi punktu P 6 ! w chwili t, a u jest 
funkcj& odpowiedniej klasy w zbiorze 
!"<0,#) i oznacza ugi'cie (przemiesz-
czenie, zmian'  poøo+enia punkt2w P). 
W naszym modelu wystarczy, +e ! jest 
graniastosøupem lub szczeg2lno$ci 
prostopadøo$cianem o odpowiednich 
wymiarach. Korzystaj&c ze wzor2w (1), 
(8), (3) mo+emy zapisa4

! " ! "

! " 

! ! ! !

1 1
$ !

! ' ( ) & ! $ &

!
 

# $ $ "$%

= =

 !  " # $= -%& ' ( ) *%" +,
--

! " ! "  

1 1
! !

 !  
" # $ $ %# $ $

 ! ! - + #" ## " # $ % $

! " !# $ $!
 #
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 !  "# $# +% &' (  ) * % "+ ,

! "
! "

 

 

!1
$ !

 * $ &
#

# $ &% &

 !" "
+ - &# $

" "% &
'''         (5)

czyli okre$li4 warto$ci funkcji u w le+&-
cym wewn&trz obszaru ! punkcie P w 
chwili t.
 Ze wzoru (5) wynika, +e je+eli u1 jest 
odpowiedzi& ukøadu swobodnego 
u = 0, tzn. jest fal& sferyczn&, natomiast 
u8 jest odpowiedzi& ukøadu nieswo-
bodnego z wymuszeniem (obci&+e-
niem) f(x,y,z,t), to odpowied9 u tego 
ukøadu mo+na przedstawi4 w postaci 
u=u1; u8. Je+eli obci&+enie zast'pcze f 
6Kern, to zgodnie ze wzorem (1) mo+e-
my zapisa4:

! " " " 1 1! " "! $ & +! ,+* , + * , + *- -= + + + + ,
gdzie T i s s& okre$lone odpowiednio 
wzorami (8) i (3).
 Jak pokazano w [11] zmiana poøo+e-
nia punkt2w analizowanego podøo+a, 
a w tym punkt2w z geosyntetyk2w  
mo+e by4 szacowana przez fale sfe-
ryczne (funkcje sferyczne). 
Uwaga> Wykorzystane ukøady dy-
namiczne mo+na analizowa4 te+ w 
przestrzeni wynik2w [13], kt2ra jest 
bogatsza w elementy ni+ przestrze? 
wyj$ciowa.
 Wøasno$ci rozwi&za? (5) [11] upraw-
niaj& do wykorzystania przedsta-
wionych opis2w matematycznych 
do modelowania zmian poøo+enia 
punkt2w analizowanego obszaru !, 

a w szczeg2lno$ci interesuj&cych nas 
punkt2w (x, y, g(x, y)) geosyntetyk2w, 
gdzie z = g(x, y) jest r2wnaniem po-
wierzchni geosyntetyku, a (x, y) nale+& 
do zbioru D � R8, kt2ry jest rzutem ! 
na pøaszczyzn' XOY ukøadu wsp2ø-
rz'dnych i punkt2w le+&cych  w war-
stwach poøo+onych dostatecznie bli-
sko powierzchni geosyntetyku.
 W celu przeprowadzenia identy® -
kacji modelu trzeba przeprowadzi4 
badania eksperymentalne wykorzy-
stuj&c eksperyment czynny, bierny lub 
mieszany i przeprowadzi4 walidacj' 
modelu.

Dyskretyzacja problemu i ukøad 
dynamiczny dyskretny

Niech 
% % %' - ' ( . ( ) / ) & 0 &= ' = ' = ' = ' ## 

gdzie @x, @y, @z, @t s& odpowiednio 
przyrostami  zmiennych x, y, z, t
oraz 

! "! ! ! ! ! !! ! ! !- . / 0 - . / 0! ! - ' . ( / ) 0 & *= ' ' ' ' =
 

! "! ! !! - ' . ( / ) 0 &= ' ' ' ' #

Zast'puj&c pochodne cz&stkowe ich 
ilorazami r2+nicowymi i wprowadza-
j&c w przestrzeni czterowska9niko-
wych sygnaø2w dyskretnych operacje 

1 ! ! ! 1! ! !- . / 0 - . / 01 ! ! += ##

" ! ! ! ! 1! !- . / 0 - . / 01 ! ! += ##

& ! ! ! ! ! 1!- . / 0 - . / 01 ! ! += #

$ ! ! ! ! ! ! 1- . / 0 - . / 01 ! ! +=

albo
1 ! ! ! 1! ! ! ! ! !- . / 0 - . / 0 - . / 01 ! ! !+= - #

1 ! ! ! ! 1! ! ! ! !- . / 0 - . / 0 - . / 01 ! ! !+= - #

1 ! ! ! ! ! 1! ! ! !- . / 0 - . / 0 - . / 01 ! ! !+= - #

1 ! ! ! ! ! ! 1 ! ! !- . / 0 - . / 0 - . / 01 ! ! !+= - #

mo+emy analizowane ukøady dyna-
miczne ci&gøe zast&pi4 dyskretnymi 
ukøadami dynamicznymi o parame-
trach rozøo+onych, kt2re mo+na wy-
korzysta4 do badania w dziedzinie 
czterowska9nikowych sygnaø2w dys-
kretnych lub do numerycznego wy-
znaczania ich odpowiedzi.

Podsumowanie

Przedstawiono metod' analizy pro-
blemu z wykorzystaniem nieklasycz-
nego rachunku operator2w i uog2l-
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nionych ukøad2w dynamicznych.
 Og2lnie przyj'ty aparat matema-
tyczny pokazuje szerokie mo+liwo$ci 
tworzenia jednolitych opis2w proble-
m2w in+ynierskich w r2+nych dziedzi-
nach: ci&gøej i dyskretnej.
 Wykorzystuj&c wz2r (5) mo+na pro-
wadzi4 analiz' ilo$ciow& i jako$ciow& 
problemu, po przeprowadzeniu iden-
ty® kacji, kalibracji i walidacji modelu, 
najlepiej z wykorzystaniem bada? in 
situ w celu okre$lenia parametr2w 
ukøadu zast'pczego.
 Wielko$ci u(x, y, z, t) mo+na wyzna-
cza4 numerycznie, a tak+e z wykorzy-
staniem metod hybrydowych na ba-
zie wzoru (5) lub wykorzystuj&c ukøady 
dynamiczne dyskretne o parametrach 
rozøo+onych przybli+aj&ce dany ukøad 
dynamiczny ci&gøy.
 Otrzymane zale+no$ci   mo+na wy-
korzystywa4 do bada? symulacyjnych 
i eksperymentalnych.
 Wspomniane modele analogowe 
mo+na wykorzystywa4 do okre$lania 
awaryjno$ci, niezawodno$ci syste-
m2w transportowych, ich element2w 
oraz wykorzysta4 do planowania ich 
napraw bie+&cych i gø2wnych.
 Analiz' problemu dodatkowo kom-
plikuje wzajemne oddziaøywanie po-
szczeg2lnych element2w konstrukcji, 
przykøadowo nawierzchni kolejowej, 
podtorza z geosyntetykami i podøo+a 
gruntowego.  Wyj$ciem z tej sytuacji 
jest wykorzystanie ukøad2w analogo-
wych i zast'pczych. 

Materiaøy !r"døowe

[1] American Petroleum Institute. API 
BC3. Tank inspection, repair, altre-
nation and reconstruction. Wa-
shington, 800C.

[8] Dittner R. Operational calculus in 
linear spaces. Studia Mathematica, 
1EB1, 80(1), 1-1F.

[3] Hall L. Simulations and analyses of 
train - induced ground vibrations. 
A comparative study of two- and 
three-dimensional calculations 
with actual measurements (Gis-
sertation). Givision of Soil Q Rock 
Mechanics, Gepartment of Vivil Q 
\nvironmental \ngineering, Roy-
al Institute of Technology, Stoc-

kholm, Sweden, April 8000.
[5] Hamdan M.N., Abuzeid O., Al-Sa-

laymeh A. Assessment of an edge 
type settlement of above ground 
liquid storage tanks using a simple 
beam model. Applied Mathemati-
cal Modelling, 8007, 31(11), 85B1-
8575.

[C] Latha M.^., Murthy _.S. \ ̀ects of 
reinforcement form on the beha-
vior of geosynthetic reinforced 
sand. ^eotextiles and ^eomem-
branes, 8007, 8C(1), 83±38.

[B] Liang {.-Y., Vhen L.-Z., Shi X.-^. 
Numerical analysis of composite 
piled raft with cushion subjected 
to vertical load. Vomputers and 
^eotechnics, 8003, 30(B), 553-5C3.

[7] Lunne P., Robertson P., Powell J. 
Vone penetration testing in geo-
technical practice. Dlackie Acade-
mic Q Professional, London, 1EE7,  
318.

[F] Meyer Z. Obliczenia in+ynierskie 
osiadania fundament2w. ZAPOL 
Publishing, Szczecin, 8018.

[E] Mieloszyk \. , Milewska A., Abram-
ski M. Pale V{^{RPT i ich zastoso-
wanie w budowlach/obiektach 
o ̀shore (maszynopis).

[10] Mieloszyk \. Application of non-
-classical operational calculus to 
solving some boundary value 
problem. Integral Transforms and 
Special {unctions, 8000, E(5), 8F7-
8E8.

[11] Mieloszyk \., ^rulkowski S. ^ene-
ralized Taylor formula and shell 
structures for the analysis of the 
interaction between geosythe-
tics and engineering structures of 
transportation lines. W: Pietrasz-
kiewicz W., Witkowski W. (red.) 
Shell Structures: Theory and Ap-
plications, vol. 5, Taylor Q {rancis, 
Londyn, 801F, CB1-CB5.

[18] Mieloszyk \., Milewska A., ^rul-
kowski S. \lastic waves in the ra-
ilroad track substructures and its 
surroundings analyzed with non-
-classical operational methods. 
Cth International Vonference on 
Road and Rail Infrastructure, W: 
Stjepan Lakusi4 (red.) Road and 
rail infrastructure _, Gepartment 
of Transportation, {aculty of Vivil 

\ngineering, University of Zagreb, 
Zagreb, 801F, 11EC-1801.

[13] Mieloszyk \., Nieklasyczny rachu-
nek operator2w w zastosowa-
niu do uog2lnionych ukøad2w 
dynamicznych. Instytut Maszyn 
Przepøywowych, Polska Akademia 
Nauk, 800F.

[15] Morav|ik M. \xperimental investi-
gation of the vehicle ± rail interac-
tion. Third International Vonferen-
ce on Tra}  c  \ ̀ects On Structures 
and \nvironment - T\S\©E5, _ol. 1, 
Sept. 1EE5.

[1C] Nguyen G.G.V, Jo S.-D., Kim, G.-S. 
Gesign method of piled-raft foun-
dations under vertical load consi-
dering interaction e ̀ects. Vom-
puters and ^eotechnics, 8013, 57, 
1B-87.

[1B] Pietrzak J., Rakowski ^., Wrze-
$niowski K. Macierzowa analiza 
konstrukcji. Pa?stwowe Wydaw-
nictwa Naukowe, Warszawa-Po-
zna?, 1E7E, 3C7.

[17] PKP Polskie Linie Kolejowe S.A. Wa-
runki techniczne utrzymania pod-
torza kolejowego. Id-3, Zaø&cznik 
do zarz&dzenia Nr E/800E Zarz&du 
PKP Polskie Linie Kolejowe S.A. z 
dnia 5 maja 800E r., PKP Polskie Li-
nie Kolejowe S.A. Ventrala - Diuro 
Gr2g Kolejowych, 800E.

[1F] Randolph M.{., Vlancy P. An appro-
ximate analysis procedure for pi-
led raft foundations. International 
Journal for Numerical and Analy-
tical Methods in ^eomechanics, 
1EE3, 17(18), F5E-FBE.

[1E] Wiøun Z. Zarys geotechniki. Wy-
dawnictwa Komunikacji i è&czno-
$ci, Warszawa, 800C, 785.

[80] Woldringh R. {., New D. M. \m-
bankment design for high speed 
trains on soft soils. Darends i in. 
(red.) ^eotechnical engineering 
for transportation infrastructure, 
Dalkema, Rotterdam, 1EEE.  

[81] Yamashita K., Yamada T., Hamada 
J. Investigation of settlement and 
load sharing on piled rafts by mo-
nitoring full-scale structures. Soils 
and {oundations, 8011, C1(3), C13-
C38.



1F
przegl  d! !komunikacyjny 11!/!2019

Infrastruktura!transportu!szynowego

Konstrukcje warstwowe, a szczeg2l-
nie pøyty, maj& szerokie zastosowa-
nie w budownictwie drogowym, 
mostowym oraz lotniskowym. W 
literaturze istnieje wiele prac doty-
cz&cych zagadnie? belek oraz pøyt 
warstwowych. W skøad tych opra-
cowa? wchodz& zar2wno mono-
gra® e, prace przegl&dowe jak i ory-
ginalne rozprawy naukowe. Delki i 
pøyty warstwowe s& przedmiotem 
analizy mi'dzy innymi prac [1-10]. 
Analizowane w nich s& zagadnienia 
obci&+e? ruchomych, umiarkowanie 
du+ych ugi'4, wpøywy termiczne, 
wpøywy podøo+a spr'+ystego, nieli-
niowo$4 ® zyczna materiaøu i inne.
 Velem niniejszej pracy jest przed-
stawienie analizy dynamicznej pøy-
ty warstwowej, spoczywaj&cej na 
podøo+u odksztaøcalnym pod ob-
ci&+eniem ruchomym oscylatorem 
jednomasowym. Rozwa+amy dwie 

pøyty poø&czone warstw& wypeø-
nienia spr'+ystego Winklera. Oma-
wiany ukøad spoczywa na podøo+u 
Winklera. Konstrukcja obci&+ona jest 

jednomasowym oscylatorem lepko-
spr'+ystym poruszaj&cym si' ze staø& 
pr'dko$ci& po g2rnej pøycie, r2wno-
legle do osi x1 (rys. 1). W pracy prze-

Streszczenie: W pracy rozwa+ana jest konstrukcja skøadaj&ca si' z dw2ch pøyt Kirchho ̀a poø&czonych warstw& wypeønienia spr'+ystego 
Winklera. Ukøad pøyt spoczywa na podøo+u Winklera i obci&+ony jest jednomasowym oscylatorem lepkospr'+ystym, poruszaj&cym si' ze 
staø& pr'dko$ci& po g2rnej pøycie, r2wnolegle do jednego z bok2w. Analizowane s& drgania wymuszone i drgania swobodne pøyt oraz oscy-
latora. W przypadku tak zøo+onego ukøadu ruch pøyt jest opisany dwoma sprz'+onymi r2wnaniami r2+niczkowymi lub jednym r2wnaniem 
r2+niczkowym zawy+onego rz'du. Ponadto ze wzgl'du na charakter ruchomego obci&+enia (obci&+enie inercyjne) r2wnania te maj& zmien-
ne, zale+ne od czasu wsp2øczynniki. Otrzymane rozwi&zania zilustrowano przykøadami obliczeniowymi.

Søowa kluczowe: Drgania pøyty z wypeønieniem spr!"ystym; Podøo"e Winklera; Ruchomy oscylator

Abstract: In the paper a structure consisting of two Kirchho ̀ plates connected by an elastic Winkler layer is considered. The structure rests 
on the Winkler foundation and is subjected to a one-mass visco-elastic oscillator, moving at a constant speed on the upper plate, parallel 
to one of the plate sides. {orced and free vibrations of the plates and the oscillator are analysed. In the case of such a complex system vi-
bration of the plates is described by two coupled di ̀erential equations, or one di ̀erential equation with elevated order. In addition, due 
to the nature of the moving load (inertial load), these equations have variable, time-dependent coe}  cients. The solutions are illustrated by 
numerical examples.

Keywords: Vibration of plate with elastic core; Winkler foundation; Moving oscillator
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analizowano drgania wymuszone 
oraz drgania swobodne ukøadu pøyt 
i oscylatora.

R"wnania ruchu oscylatora oraz 
ukøadu pøyt na podøo#u Winklera

Rozwa+amy maøe drgania prosto-
k&tnej pøyty skøadaj&cej si' z trzech 
warstw, spoczywaj&cej na podøo+u 
Winklera o wsp2øczynniku spr'+y-
sto$ci c (rys. 1). Warstw' g2rn& i dol-
n& stanowi& jednorodne, spr'+yste, 
cienkie pøyty Kirchho ̀a o grubo$ci 
h1 oraz h8 R2wnomiernie rozøo+one 
masy jednostkowe i sztywno$ci tych 
pøyt wynosz& odpowiednio m1 i D1 
oraz m8 i D8. Pøyty poø&czone s& ze 
sob& wypeønieniem spr'+ystym Win-
klera o wsp2øczynniku spr'+ysto$ci k. 
Wypeønienie przenosi tylko $ciskanie 
lub rozci&ganie. Obci&+enie ukøadu 
stanowi ruchomy oscylator jedno-
masowy o masie M, poruszaj&cy si' 
po powierzchni g2rnej pøyty, r2w-
nolegle do osi x1 ze staø& pr'dko$ci& 
v. Ugi'cie powierzchni $rodkowej 

g2rnej pøyty opisuje wsp2ørz'dna w1, 
powierzchni $rodkowej dolnej pøy-
ty wsp2ørz'dna w8, a ugi'cie masy 
oscylatora wsp2ørz'dna w.
 Ruch drgaj&cy ukøadu pøyta war-
stwowa ± oscylator jednomasowy, w 
przypadku gdy oscylator porusza si' 
po pøycie r2wnolegle do osi x1, opisu-
j& r2wnania r2+niczkowe (1).
 W powy+szych wzorach N(t) jest 
naciskiem dynamicznym ruchome-
go oscylatora jednomasowego na 
pøyt'.
 Pochodna materialna w r2wna-
niach (1), w przypadku staøej pr'dko-
$ci oscylatora, okre$lona jest nast'-
puj&cym wzorem:
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Pierwsze z r2wna? (1) jest r2wna-
niem lepkospr'+ystego oscylatora 
jednomasowego wzgl'dem poøo+e-
nia r2wnowagi statycznej. Zwi&zek 
(8) wykorzystano w r2wnaniu ruchu 
oscylatora. R2+niczkowe r2wnania 
ruchu (1) rozwa+anego ukøadu trzy-
warstwowego s& r2wnaniami cz&st-

kowymi czwartego rz'du ze wzgl'-
du na zmienne geometryczne x i y 
oraz drugiego ze wzgl'du na czas t. 
R2wnania te s& ze sob& sprz'+one.

Rozwi$zanie r"wna% ruchu 
pøyt obci$#onych ruchomym 
oscylatorem

Sprz'+one r2wnania r2+niczkowe ru-
chu g2rnej i dolnej pøyty (1) mo+na 
sprowadzi4 do dw2ch niezale+nych 
r2wna? z jedn& niewiadom& w1 lub 
w8. Niewiadome ugi'cia w1 i w8 po-
wi&zane s& zale+no$ci& wynikaj&c& z 
trzeciego z r2wna? (1):#
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Wykorzystuj&c (8) w pierwszym r2w-
naniu (1) oraz podstawiaj&c (3) do 
dw2ch pierwszych r2wna? (1) otrzy-
mujemy ukøad dw2ch r2wna? opisu-
j&cy ruch oscylatora oraz dolnej pøyty 
w nast'puj&cej postaci (5).
 R2wnanie opisuj&ce drgania dol-
nej pøyty (5)8 jest r2wnaniem r2+nicz-
kowym 2smego rz'du i pozostaje 
sprz'gni'te z r2wnaniem oscylatora 
(5)1, kt2re jest rz'du pi&tego.
 Rozwi&zania ukøadu r2wna? (5) 
poszukujemy metod& rozdzielenia 
zmiennych {ouriera zakøadaj&c roz-
wi&zanie w postaci podw2jnego sze-
regu:
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gdzie:
fmn(t) ± nieznana funkcja czasu.

Nast'pnie stosujemy algorytm or-
togonalizacyjny do rozwi&zania 
r2wna? ruchu oscylatora i pøyty 
uwzgl'dniaj&c tylko jeden wyraz po-
dw2jnego szeregu m = n = 1. R2w-
nania ruchu oscylatora i g2rnej pøyty 
w postaci bezwymiarowej zapisuje-
my w spos2b (B):
gdzie: 
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± ugi!cie statyczne "rodka dolnej 
pøyty, wywoøane ci!#arem oscylato-
ra,
g11( ) ± bezwymiarowe ugi!cie dol-
nej pøyty,
g0( ) ± bezwymiarowe przemiesz-
czenie pionowe masy M oscylatora,
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Otrzymany bezwymiarowy ukøad 
r$wna% ruchu oscylatora i dolnej 
pøyty jest ukøadem r$#niczkowych 
r$wna% zwyczajnych czwartego rz!-
du o zmiennych wsp$øczynnikach 
z niewiadomymi funkcjami g0( ) i 
g11( ). Rozwi&zanie tego ukøadu oraz 
wyniki gra® czne mo#na otrzyma' w 
prosty spos$b, np. korzystaj&c z pro-
gramu MATHEMATICA. Wyznaczona 
funkcja g11( ) jest funkcj& ugi!cia pøy-
ty stanowi&cej doln& warstw! ukøa-
du trzywarstwowego. W celu uzy-
skania wykres$w ugi!' g$rnej pøyty 
nale#y po wyznaczeniu funkcji g11( ) 
powr$ci' do wsp$ørz!dnej w2 (x,y,t), 
a nast!pnie korzystaj&c ze wzoru (3) 
obliczy' funkcj! w1 (x,y,t). Ugi!cie 
g$rnej warstwy pøyty w1 (x,y,t) mo#na 
r$wnie# przedstawi' w formie bez-
wymiarowej, wprowadzaj&c wsp$ø-
rz!dne bezwymiarowe   oraz ~g11( ), 
przy czym funkcj! ~g11( ) nale#y od-
nie"' do ugi!cia statycznego dolnej 
pøyty, wywoøanego siø& Mg przyøo#o-
n& do g$rnej warstwy ukøadu.
 Rozwi&zanie ukøadu trzech r$w-
na% ruchu sprowadziøo si! zatem do 
rozwi&zania ukøadu dw$ch r$wna% 
r$#niczkowych $smego rz!du ze 
wzgl!du na zmienne geometryczne 
x i y oraz czwartego ze wzgl!du na 
czas t. Wyznaczenie ugi!' obu pøyt 
oraz przemieszczenia pionowego 
masy oscylatora mo#liwe jest r$w-
nie# poprzez rozwi&zanie ukøadu 
trzech cz&stkowych r$wna% r$#nicz-
kowych czwartego rz!du ze wzgl!-
du na zmienne x i y oraz drugiego 
rz!du ze wzgl!du na czas t. R$wna-
nia te s& ze sob& sprz!#one.
 Om$wione powy#ej rozwi&zania 
obowi&zuj& wtedy, gdy ruchomy 

oscylator znajduje si! na pøycie tzn. w 
przypadku, gdy wsp$ørz!dna bezwy-
miarowa   zawiera si! w przedziale 
0 *  !* 1.
 Po zjechaniu oscylatora z kon-
strukcji, przy  ! > 1 pøyta wykonuje 
drgania swobodne. Drgania swo-
bodne "rodka dolnej pøyty opisuje 
wyra#enie:
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W r$wnaniu (7) " 11

(1) i " 11
(2) s& cz!sto-

"ciami drga% wøasnych dolnej pøyty:
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Rozwa#ana pøyta jest zatem ukøa-
dem dwumodalnym. Z r$wna% (8) 
wynika, #e drgania wøasne istniej&, 
gdy speøniony jest warunek A2 > 4B. 
W przypadku A2 = 4B otrzymujemy 
dodatkowe pasmo drga% wøasnych 
o cz!sto"ci
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W rozwa#anym zadaniu mo#na tak 
dobra' parametry materiaøowe pøyt, 
#eby pøyta g$rna nie miaøa ugi!'. W 
takim przypadku pøyta dolna jest ab-
sorberem mechanicznym drga% wy-
muszonych.

Przykøad obliczeniowy

Poniewa# rozwa#any ukøad r$wna% 
ruchu (6) jest ukøadem r$wna% r$#-
niczkowych, liniowym, czwartego 
rz!du, o zmiennych wsp$øczynni-
kach, zostaø rozwi&zany numerycznie 
przy pomocy programu Mathemati-
ca. Do oblicze% przyj!to nast!puj&ce 
dane liczbowe:
· wymiary pøyt w planie a x b = 

5,00m x 7,00m,
· grubo"' g$rnej pøyty h1 = 0,18m,
· moduø spr!#ysto"ci g$rnej pøyty 

E1 = 38600 MPa,
· masa przypadaj&ca na jednostk! 

powierzchni g$rnej pøyty m1 = 
4500kg/m2,

· wsp$øczynnik Poissona g$rnej 
pøyty #1 = 0,167,

· grubo"' dolnej pøyty h2 = 0,20m,
· moduø spr!#ysto"ci dolnej pøyty 

E2 = 23100 MPa,
· masa jednostkowa dolnej pøyty 

m2 = 4000kg/m2,
· wsp$øczynnik Poissona dolnej 

pøyty #2 = 0,167,
· wsp$øczynnik spr!#ysto"ci pod-

øo#a Winklera c = 110MN/m3,
· masa resorowana oscylatora M = 
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11723kg,
· wsp$øczynnik tøumienia oscyla-

tora $0 = 40kNs/m,
· wsp$øczynnik spr!#ysto"ci oscy-

latora k0 = 2000kN/m,
· wsp$øczynnik spr!#ysto"ci wy-

peønienia Winklera k = 1100MN/
m3.

Wyniki zilustrowano wykresami 
przedstawionymi na rysunkach 2-8. 
Na rysunkach 2-4 pokazano ugi!cia 
g$rnej i dolnej pøyty we wsp$ørz!d-
nych bezwymiarowych przy pr!d-
ko"ci oscylatora v = 50km/h, v = 
100km/h i v = 150km/h. Rysunki 5 i 6 
ilustruj& odpowiednio wpøyw pr!d-
ko"ci i wsp$øczynnika spr!#ysto"ci 
podøo#a oscylatora na jego na prze-
mieszczenie pionowe masy M. Nato-
miast na rysunkach 7 i 8 pokazano 
wpøyw wsp$øczynnika spr!#ysto"ci 
podøo#a c na ugi!cie "rodka g$rnej i 
dolnej pøyty.

Wnioski

Otrzymany ukøad dw$ch bezwymia-
rowych r$wna% ruchu (6) jest ukøa-
dem zwyczajnych, liniowych r$wna% 
r$#niczkowych czwartego rz!du o 
zmiennych wsp$øczynnikach. Jako 
rozwi&zanie otrzymujemy bezwy-
miarowe wyra#enia g0( ) i g11( ) 
opisuj&ce odpowiednio przemiesz-
czenie pionowe oscylatora i ugi!cie 
dolnej pøyty. Maj&c rozwi&zanie r$w-
na% (6) mo#na wyznaczy' ugi!cie 
g$rnej pøyty korzystaj&c z zale#no"ci 
(3). Przedstawione w pracy wyniki 
mo#na otrzyma' r$wnie# rozwi&zu-
j&c ukøad trzech r$wna% r$#niczko-
wych czwartego rz!du, sprz!#onych 
ze sob&.
 Analizowany ukøad pøyt jest ukøa-
dem dwumodalnym. Istnieje mo#li-
wo"' takiego dobrania parametr$w 
mechanicznych konstrukcji, aby 
ugi!cia g$rnej pøyty, po kt$rej poru-
sza si! obci&#enie byøy zerowe. Takie 
przypadki, stanowi&ce mechanicz-
ne tøumiki drga%, byøy przedmiotem 
opracowa% mi!dzy innymi Onisz-
czuka [5].  

$
2.!Ugi%cie!&rodka!pøyty!warstwowej!obci'(onej!oscylatorem!poruszaj'cym!si%!z!pr%dko&ci'!50!km/h,!

0 *  !* 1!±!drgania!wymuszone,! !> 1!±!drgania!swobodne

$
3.!Ugi%cie!&rodka!pøyty!warstwowej!obci'(onej!oscylatorem!poruszaj'cym!si%!z!pr%dko&ci'!100!km/h,!

0 *  !* 1!±!drgania!wymuszone,! !> 1!±!drgania!swobodne

$
4.!Ugi%cie!&rodka!pøyty!warstwowej!obci'(onej!oscylatorem!poruszaj'cym!si%!z!pr%dko&ci'!150!km/h,!

0 *  !* 1!±!drgania!wymuszone,! !> 1!±!drgania!swobodne

$
5.!Wpøyw!pr%dko&ci!oscylatora!na!jego!przemieszczenie!pionowe
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wypeønienia!k!=!1100MN/m3
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Nagøa zmiana wi!z$w w konstruk-
cjach budowlanych cz!sto prowadzi 
do stan$w awaryjnych i katastro-
falnych obiekt$w in#ynierskich [3]. 
Przedmiotem rozwa#a% w niniejszej 
pracy s& pøaskie i przestrzenne ukøa-
dy materialne. Rozwi&zano cztery 
przykøadowe struktury, w kt$rych na-
gle usuni!to cz!"' wi!z$w. W chwili 
pocz&tkowej t+= 0Ž, tu# po zmianie 
wi!z$w, wyznaczono przyspiesze-
nia, a tak#e ukøad wszystkich reakcji 
zewn!trznych oraz siø wewn!trznych 
w nierozci&gliwych linach. Zadania 
rozwi&zano metod& analityczn& ko-
rzystaj&c z wøasno"ci chwilowego 
"rodka przyspiesze% [10-15]. Nale#y 
podkre"li', #e w chwili t+= 0Ž w ukøa-
dzie nie wyst!puj& jeszcze #adne 
pr!dko"ci i pr!dko"ci k&towe, nato-
miast s& ju# przyspieszenia oraz siøy 
zewn!trzne i wewn!trzne w osøabio-
nym ukøadzie materialnym. W takich 

przypadkach chwilowy "rodek obro-
tu (pr!dko"ci) pokrywa si! z chwilo-
wym "rodkiem przyspieszenia. 

Nagøa zmiana wi#z"w punktu 
materialnego podwieszonego 
na dw"ch oraz na trzech linach

Rozwa#my pøask& struktur! pokaza-
n& na rysunku 1, z punktem mate-
rialnym C o ci!#arze Q. Pocz&tkowo 
(przed usuni!ciem wi!z$w) siøy w 
obu linach s& jednakowe. Wyznacza-
my je z r$wnowagi statycznej w!zøa 
C mamy r$wnanie, z kt$rego wyzna-
czymy statyczne siøy wewn!trzne 
jednakowe w obu pr!tach:

#
()& 

()& &'0'&'0' *
*

2
323 =,= $  (1)

Tu# po przeci!ciu linki AC w ukøadzie 
nie ma jeszcze pr!dko"ci, natomiast 
jest ju# przyspieszenie a punktu ma-

terialnego o ci!#arze Q. Zgodnie z 
oznaczeniami na rysunku 2, z r$w-
na% kinetostatyki w!zøa C znajduje-
my siø! Sdyn w nie przeci!tym pr!cie:

/2," ()& ()&
 *

2
4 3 + 2

'
&

* * != , + - =" #
$ %

&

/2, 1 &+,
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, = -" #
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Streszczenie: W pracy przeanalizowano cztery przykøadowe pøaskie i przestrzenne ukøady materialne, w kt$rych nagle usuni!to cz!"' wi!-
z$w. Analizowano prost& struktur! skøadaj&c& si! z dw$ch lin i punktu materialnego, struktur! przestrzenn& zøo#on& z trzech niewa#kich lin i 
punktu materialnego, belk! podwieszon& na dw$ch linach oraz tarcz! koøow& r$wnie# podwieszon& na dw$ch linach. We wszystkich przy-
padkach nagle przeci!to jedn& z lin. Rozwi&zania uzyskano metod& analityczn&, wykorzystuj&c wøasno"ci chwilowego "rodka przyspiesze%. 
Uzyskane wyniki zilustrowano wykresami przyspiesze%, przyspiesze% k&towych i siø dziaøaj&cych w rozwa#anych ukøadach.

Søowa kluczowe:!Struktury!przegubowe;!Zmiana!wi%z)w;!Chwilowy!&rodek!przyspieszenia

Abstract: In the paper four examples of two-dimensional and three-dimensional material systems, in which some of constraints were 
suddenly removed, are analyzed. A simple structure consisting of two ropes and a particle, a spatial structure consisting of three weightless 
ropes and a particle, and a beam suspended on two ropes and a circular shield, also suspended on two ropes, were analyzed.. In all cases one 
of the ropes was suddenly cut. Solutions were obtained by the analytical method, using the properties of the instantaneous center of acce-
leration. The obtained results are illustrated by diagrams of accelerations, angular accelerations and forces acting in the considered systems.
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Przyspieszenie a wyznaczymy, wy-
korzystuj&c r$wnanie kinetostatyki 
sumy moment$w  wszystkich siø 
wzgl!dem punktu B (rys. 2) pozio-
mego stropu w chwili t+= 0Ž:

3 " &+, "
2

& 25 +5
'

*= , - = 

&+, #+ ' *, = $             (3)

Stosunek siøy dynamicznej w lince BC 
do siøy statycznej w tej lince znajdu-
jemy w nast!puj&cy spos$b:

" # /2,

&'0'

 ()& #
3

6
3

*= = $  (4)

Wykres funkcji n = n(- ), przy -! • 
•0,2/4> pokazano na rysunku 3.
 Rozpatrzymy teraz struktur! prze-
strzenn& zøo#on& z trzech linek, za-
mocowanych przegubowo w sztyw-
nym poziomym stropie w punktach 
A, B i C, a zbiegaj&cych si! do punktu 
S, w kt$rym podwieszono punkt ma-
terialny o masie m. Liny maj& jedna-
kow& døugo"' a, za" punkty A, B i C 
s& wierzchoøkami tr$jk&ta r$wno-
bocznego o zadanej døugo"ci boku 
r$wnej 2b, jak na rysunku 4. Ukøad 
pozostaje w r$wnowadze w polu 
grawitacyjnym ziemskim. W pewnej 
chwili przeci!to raptownie link! SB. 
Wyznaczymy stosunek siøy dyna-
micznej do siøy statycznej w ka#dej 
nieprzeci!tej lice.
 Zgodnie z oznaczeniami na ry-
sunku 4, w przypadku statycznym, z 
uwagi na symetri! ukøadu wzgl!dem 
osi pionowej, przechodz&cej przez 
punkt S, siøy od obci&#enia statycz-
nego w trzech linach s& jednakowe 
i mo#emy je wyznaczy' z r$wnania 
r$wnowagi (5) wyci!tego w!zøa S:
 Po raptownym przeci!ciu linki BS, 
zgodnie z oznaczeniami na rysunku 
5, ukøad siø w w!‘le S ulega zmianie. 
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2.!Schemat!dynamiczny!pøaskiej!struktury!po!przeci%ciu!linki!AC$

$
3.!Wykres!wsp)øczynnika!dynamicznego!czyli!funkcji!n!=!n6- 7!,!w!zale(no&ci!od!k'ta!!-!• •0,2/4>

$
4.!Przestrzenna!struktura!pr%towa!przed!przeci%ciem!linki!BS
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Brak jest jeszcze pr!dko"ci w ukøa-
dzie, natomiast wyst!puje ju# przy-
spieszenie punktu  materialnego o 
masie m, kt$re b!dziemy oznacza' 
literk& p. Pozorna siøa bezwøadno"ci 
d’Alemberta B = m!p jest prostopa-
døa do wysoko"ci h tr$jk&ta ACS. W 
w!‘le S wyst!puj& teraz cztery siøy: 
dwie siøy Ydyn w pozostaøych dw$ch 
linach, siøa bezwøadno"ci B oraz ci!-

#ar punktu materialnego Q = m! g. 
Suma rzut$w miar siø na pionow& o" 
symetrii prowadzi do nast!puj&cego 
r$wnania r$wnowagi kinetostatycz-
nej (r$wnanie 6):
 Brakuj&ce we wzorach (5) i (6) 
przyspieszenie p wyznaczymy z r$w-
nania kinetostatyki sumy momen-
t$w wzgl!dem osi AC prostopadøej 
do wysoko"ci h i do wektora siøy bez-

wøadno"ci B. Mamy zatem r$wnanie 
(7). Wstawiaj&c teraz p, cos8, sin9 do 
r$wnania r$wnowagi kineto-stycz-
nej (6)2 otrzymamy jedno r$wnanie 
z niewiadom& siø& Ydyn, wyst!puj&c& 
w ka#dej z pozostaøych dw$ch linek, 
a zatem:
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Iloraz siøy dynamicznej Ydyn do  siøy 
statycznej Xstat w lince jest nast!pu-
j&cy:
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W szczeg$lnym przypadku, je"li a = 
2b , odpowied‘ (9) daje n = 4/3 .

Belka podwieszona na linach

Niech pozioma belka AB o masie 
m i døugo"ci 2l wisi na dw$ch nie-
rozci&gliwych linkach, zbiegaj&cych 
si! w punkcie O. W pewnej chwili 
przeci!to nagle link! DB. Zadaniem 
naszym b!dzie wyznaczenie skøado-
wych przyspieszenia "rodka belki ax 
i ay, przyspieszenia k&towego belki 
:  oraz siøy dynamicznej N w drugiej, 
nieprzeci!tej lince FA, w chwili tu# 
po przeci!ciu linki DB. Tak sformuøo-
wane zadanie znajduje si! w zbiorze 
zada% Mieszczerskiego [4], powt$-
rzone w zbiorze Antoniuka i Kie-
drzy%skiego [1]. Pewne rozwi&zanie 
tego zadania podano w pozycjach [5, 
7, 10]. Zagadnienia zwi&zane z dyna-
mik& omawianych ukøad$w znale‘' 
mo#na r$wnie# w publikacjach [2, 6, 
8, 9]. Metoda rozwi&zania podana w 
[7] sprowadza si! do uøo#enia trzech 
r$wna% r$wnowagi kinetostatycznej 
i dw$ch r$wna% geometrycznych 
na wsp$ørz!dne "rodka belki, kt$-
re wyra#one przez dwa k&ty obrotu 
linki FA - < i k&t obrotu belki dooko-
øa punktu A oznaczony >. W efekcie 
po dwukrotnym zr$#niczkowaniu i 
wyrugowaniu k&ta <, otrzymuje si! 
r$wnanie wi!z$w, kt$re z trzema 
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podstawowymi r!wnaniami ruchu 
prowadzi do rozwi"zania zadania.
 Tutaj post"pimy nieco inaczej, bar-
dziej og!lnie, wykorzystuj"c wøasno-
#ci chwilowego #rodka przyspiesze$, 
kt!ry w pierwszej chwili po zerwaniu 
pierwszej linki pokrywa si% z chwilo-
wym #rodkiem obrotu (pr%dko#ci). 
Poza tym rozwi"zanie nasze b%dzie 
wa&ne przy dowolnej warto#ci k"ta • 
' <0,!/2 > , w kt!rym b%dzie zawarty 
k"t " . Zgodnie z oznaczeniami poka-
zanymi na rysunku 6, trzy r!wnania 
kinetostatyki w przyj%tym ukøadzie 
wsp!ørz%dnych przy wprowadzeniu 
zmiennego k"ta "  zapisujemy w na-
st%puj"cy spos!b:
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(10)
gdzie:
e = l cos ", Jc = 1/3 m l2

W pierwszych trzech r!wnaniach 
(10) wyst%puj" cztery niewiadome 
ax, ay, # i N. Brakuj"ce r!wnanie wi%-
z!w wyznaczymy z lematu Eulera 
wykorzystuj"c wøasno#ci chwilowe-
go #rodka przyspieszenia S = Q, bo-
wiem w chwili tu& po przeci%ciu lin-
ki DB chwilowe pr%dko#ci belki i jej 
chwilowa pr%dko#* k"towa s" r!wne 
zeru. Zgodnie z oznaczeniami na ry-
sunku 1 mamy zatem r!wnanie (11).
 Rozwi"zuj"c ukøad czterech r!w-
na$, w skøad kt!rych wchodz" r!w-
nania kinetostatyki (10) i r!wnanie 
wi%z!w opisane ostatnim ze wzor!w 
(11), otrzymujemy odpowiedzi (12).
 Na rysunku 7 pokazano w spos!b 
gra® czny odpowiedzi (12).
 W przypadku " = !/6 = 30+ odpo-
wiedzi (12) redukuj" si% do r!wna$   
(13).

Tarcza koøowa podwieszona 
na linach

Ostatnim zadaniem jest koøowa tar-
cza sztywna o masie caøkowitej m 
i promieniu R, r!wnie& zawieszona 
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6. Schemat dynamiczny rozwa$anej belki sztywnej
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7. Bezwymiarowe wykresy ax, ay, # i N w funkcji k%ta " w belce sztywnej

 

 
 

5. Przestrzenna struktura pr&towa po przeci&ciu linki BS
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na dw!ch nierozci"gliwych linkach, 
zbie&nych w przegubie O1 i tworz"-
cych z pionow" osi" symetrii k"ty " . 
Odcinek A B niechaj b%dzie r!wny 
R. W pewnym momencie przeci%to 
raptownie link% O1 B i ukøad staø si% 
mechanizmem. Zgodnie z oznacze-
niami na rysunku 8 mamy wyznaczy* 
cztery wielko#ci trzy kinematyczne i 
jedn" dynamiczn" ax, ay, # i N.
 Zadanie rozwi"zujemy bardzo 
podobnie jak trzy poprzednie. Trzy 
r!wnania ruchu kinetostatyki zapisu-
jemy standardowym sposobem: (14)
 Brakuj"ce r!wnanie wi%z!w wy-
znaczamy z lematu Eulera, wykorzy-
stuj"c wøasno#ci chwilowego #rodka 
przyspieszenia, kt!ry w chwili tu& po 
przeci%ciu linki pokrywa si% z chwi-
lowym #rodkiem obrotu, bowiem 
wszystkie pr%dko#ci w takiej chwili s" 
r!wne zeru. Zgodnie z oznaczeniami 
na rysunku 8 mo&emy zapisa* zwi"z-
ki: (15).
 Rozwi"zuj"c ukøad czterech r!w-

na$: (14) i (15) otrzymujemy odpo-
wiedzi (16.)
 W szczeg!lnym przypadku " = !/6 
= 30+ odpowiedzi (16) redukuj" si% 
do  (17)  
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8. Schemat dynamiczny tarczy koøowej z ukøadem przyspiesze' i siø w chwili tu$ po przeci&ciu linki O1 B
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